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AVANT-PROPOS 


Le présent ouvrage a été écrit sur la base des cours professés par 
l'auteur pendant plusieurs années à la Faculté des Techniques élec- 
troniques de l'Institut énergétique de Moscou. Bien que la physi- 
que statistique soit devenue une discipline nécessaire pour les étu- 
diants des Grandes écoles techniques, il n'existait pas jusqu’à présent 
de manuel spécialement prévu pour cette catégorie des lecteurs. 

L'expérience accumulée par l’auteur dans l’enseignement des 
principes de la physique statistique l'a convaincu que les ouvrages 
existants sont trop compliqués pour les étudiants. C'est probable- 
ment aussi le cas des ingénieurs désireux de se perfectionner dans ce 
domaine. Les manuels destinés aux instituts pédagogiques sont plus 
accessibles, mais ils ne conviennent pas très bien non plus. La raison 
en est que, en premier lieu, leurs auteurs y recourent largement aux 
équations de Hamilton pour déduire le théorème de Liouville qui 
sert à justifier la distribution de Gibbs. Cette voie s'avère difficile 
ne serait-ce que pour la raison que les programmes de mécanique 
théorique ne prévoient pas tous, loin de là, l'initiation aux équa- 
tions de Hamilton. Une autre raison qui impose la création d'un 
cours spécial consiste en ce qui suit. Pour de nombreuses disciplines, 
dont celles qui sont liées à l'électronique, les principes de la physi- 
que statistique des états hors d'équilibre (i.e. la cinétique) sont 
d'un grand intérêt du fait qu'ils créent une base sur laquelle peut 
reposer l'étude des disciplines spéciales traitant du passage du cou- 
rant électrique dans les gaz, les semiconducteurs et les métaux. Les 
questions de cinétique ne sont presque pas examinées dans des cours 
plus simples. 

Aussi, en écrivant cet ouvrage, avions-nous en vue un lecteur 
dont les connaissances correspondent au niveau du cours de Mathé- 
matiques et de Physique générale enseigné dans les grandes écoles 
techniques. 

Bien que le cours ait surtout en vue d’initier le lecteur aux métho- 
des et notions principales de la physique statistique, le texte est 
illustré par des exemples dont la valeur appliquée est assez évidente 
et liée le plus souvent à l'électronique. Le principe dont s’inspirait 
l’auteur est celui qui a depuis longtemps fait ses preuves: du concret 
à l’abstrait, du simple au compliqué. 
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L'ouvrage ne décrit pas de nombreuses applications importantes 
de la physique statistique telles que l'étude des phénomènes magné- 
tiques. l'établissement des conditions d'équilibre des phases, etc. 
Ceci est dû d’abord au temps limité assigné à l'étude de cette disci- 
pline. Malgré ces grandes lacunes l’auteur espère que l'étude du pré- 
sent manuel permettra au lecteur de s'orienter librement dans une 
large classe de problèmes appliqués importants, tout en le préparant 
à l'assimilation des ouvrages plus difficiles. 

La première partie consacrée aux principes de la théorie des pro- 
babilités peut être omise par les lecteurs dont les connaissances dans 
ce domaine correspondent pratiquement à tout cours de cette dis- 
cipline. 

Dans ce livre l'auteur a profité de la vaste documentation exposée 
dans plusieurs manuels et monographies, dont la liste est donnée 
dans la bibliographie. 

L'auteur tient à exprimer sa reconnaissance au professeur V. Fa- 
bricant pour la critique bienveillante du manuscrit. Ses suggestions 
qui avaient surtout pour but de simplifier et clarifier l’exposé ont 
été prises en compte dans la rédaction définitive. 


L'auteur 


INTRODUCTION 


La physique statistique étudie les problèmes qui concernent en 
général les phénomènes conditionnés par le comportement d’un grand 
nombre de particules. Pour les résoudre on applique les méthodes de 
la théorie des probabilités (de la statistique). La physique statisti- 
que est utilisée avec succès dans les domaines les plus différents de 
la physique. En physique moléculaire elle sert à expliquer les phé- 
nomènes thermiques, en électromagnétisme, la conductibilité et les 
propriétés diélectriques et magnétiques des corps, en optique elle 
a permis d'établir la théorie du rayonnement thermique, de la diffu- 
sion moléculaire de la lumière, etc. Il est difficile de donner une liste 
quelque peu complète des domaines où la physique statistique a trou- 
vé son application, d'autant plus que ces derniers temps ils ne ces- 
sent de se multiplier. 

En plus des questions présentant un grand intérêt pratique, la 
physique statistique étudie encore les problèmes d’une portée fon- 
damentale, euristique. Ils n’ont pas été résolus tous, bien que dans 
l’ensemble la physique statistique soit une branche tout aussi justi- 
fiée que les autres domaines de la physique. 

La physique statistique est une science relativement jeune. Bien 
que plusieurs problèmes, par exemple l'explication des propriétés 
des gaz établies à partir des concepts sur le mouvement des molé- 
cules, soient déjà examinés au XVIIIe siècle par Newton, Bernoulli, 
Lomonossov et d’autres savants, il serait probablement plus correct de 
rapporter son apparition en tant que branche spéciale de la physique 
à la deuxième moitié du XIX!* siècle. 

En 1857 R. Clausius a publié son ouvrage « Sur la nature du mou- 
vement que nous appelons chaleur ». Il y indiquait clairement que 
l'énergie thermique est une énergie cinétique du mouvement désor- 
donné des molécules. On doit également à Clausius la notion du libre 
parcours moyen. Il a donné une explication moléculaire et cinétique 
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M. Lomonossoy (1711-1765) R. Clausius (1822-1888) 


correcte des phénomènes de conductibilité calorifique et de frotte- 
ment interne. Dans son ouvrage paru en 1859 le physicien écossais 


J. C. Maxwell a établi La loi qui porte son nom et qui concerne la 
distribution des molécules d’un gaz suivant les vitesses. 


Le développement ultérieur de la théorie moléculaire et cinéti- 
que des gaz est associé au nom du physicien autrichien L. Boltzmann. 
Il a obtenu la formule qui décrit la distribution des molécules d’un 
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J. C. Maxwell (1831-1879) 


gaz dans le champ extérieur (distri- 
bution de Boltzmann) et démontré 
le théorème de l'équipartition de 
l'énergie cinétique suivant les degrés 
de liberté *). Boltzmann a réussi 
d'élucider le sens probabiliste de 
l'entropie. Enfin, son équation ciné- 
tique (équation de Boltzmann) qui 
permet de décrire les états hors 
d'équilibre des gaz. peut être con- 
sidérée comme l'une de ses réalisa- 
tions principales. Le théorème de la 
fonction qu’il a notée A, démontré 
à l'aide de l'équation cinétique, 
a permis d'interpréter le deuxième H. A. Lorentz ‘(185:3-1928) 
principe de la thermodynamique à la 

lumière de la statistique. Les idées de Boltzmann que refutaient 
de nombreux physiciens de l’époque n’ont été reconnues qu'après 
sa mort en 1906. 


*) Les premiers renseignements sur la distribution de l'énergie cinétique 
dans le mouvement de translation ont été obtenus avant Boltzmann (cf. Smoro- 
dinski Y. Température. Editions « Znanié », n° 11, Moscou, 1977, en russe). 
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Une autre approche a été celle du 
physicien américain VW. Gibbs, con- 
temporain de Boltzmann. Dans ses 
ouvrages, la physique statistique a été 
justifiée non seulement pour les gaz, 
mais aussi pour des systèmes arbitrai- 
res. De nos jours la distribution de 
Gibbs est envisagée comme le principe 
fondamental, dont la place en physique 
statistique est comparable à celle des 
équations de Newton en mécanique 
classique, ou des équations de Max- 
well en électrodynamique. L'ouvrage 
de Gibbs «Principes fondamentaux 
W. Gibbs (1839-1903) de la physique statistique » publié en 
1902 a joué en physique le même rôle 
que le « Traité » de Maxwell consacré 
à l’électrodynamique. 

La distribution de Gibbs a permis 
d’associer de la façon la plus générale 
la statistique à la thermodynamique 
et d'achever ainsi la justification 
moléculaire et cinétique de cette 
science phénoménologique commencée 
par Boltzmann. Ceci a rendu éviden- 
tes certaines lacunes de la physique 
statistique classique, incapable, par 
exemple, de bâtir une théorie consé- 
quente du rayonnement thermique, 
d'évaluer la portée de l'entropie 

M. Planck (1858-1947) (troisième principe de la thermodyna- 

mique),. d'expliquer le paradoxe de 
Gibbs. Elles n’ont été comblées qu'à l'étape suivante du dévelop- 
pement de la physique statistique liée à l'apparition de la méca- 
nique quantique. 

La théorie du rayonnement thermique établie par M. Planck 
en 1900 a été à l'origine de la mécanique quantique; elle a permis 
d'expliquer correctement les propriétés du rayonnement thermique 
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observées dans les expériences, d'éli- 
miner le défaut principal de la théorie 
classique du rayonnement thermique 
(« catastrophe  ultraviolette »). En 
considérant le rayonnement thermique 
comme un gaz de photons, le physi- 
cien indien S. Bose a avancé en 1924 
l’idée de leur indiscernabilité; ceci 

a permis d'obtenir la formule de 
Planck d'une façon différente de celle 
appliquée par le savant. Par la suite 
Einstein a développé cette idée, dont 
l'aboutissement a été la création de 
la statistique quantique qui porte le 
nom de statistique de Bose-Einstein. 

Une autre statistique quantique, 
créée par le physicien italien E. Fermi 
et, indépendamment de lui, par le 
physicien anglais P. Dirac, est appa- 
rue en 1926. Dans leurs études, en plus 
du principe d'’indiscernabilité, ces 
savants ont tenu compte du principe 
de Pauli, en établissant ainsi une 
nouvelle statistique quantique, dite 
statistique de Fermi-Dirac. Elle est 
applicable aux particules de spin 
demi-entier, et notamment aux élec- 
trons. 

Le développement ultérieur de la 
statistique quantique a donné jour au E. Fermi (1901-1954) 
formalisme mathématique qui se dis- 
tingue sensiblement de celui de la statistique classique. Ceci est 
dû, en particulier, à un autre mode de description des états du 
système. Une classe spéciale, très importante pour les applications, 
des systèmes physiques, décrite par une méthode proche de la mé. 
thode classique, est celle des systèmes dits quasi classiques. 

Nous avons déjà dit que la théorie statistique des états hors 
d'équilibre a été fondée par Boltzmann qui a établi son équation 
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cinétique bien connue. Cette équation 
a été utilisée par le physicien hollan- 
dais H. A. Lorentz dans sa théorie 
électronique de la conductibilité, 
publiée en 1903. Il a proposé une 
forme approchée bien simple de la 
solution, largement utilisée de nos 
jours encore. L'essor impétueux de 
toutes les branches de la physique au 
cours des dernières décennies du XX° 
siècle est intervenu, notamment, dans 
la physique statistique des états hors 
d'équilibre, qui est devenue une grande 
discipline complexe. 

P. Dirac (né en 1902) Une grande contribution à la 

physique statistique est apportée par 
les savants soviétiques éminents tels que N. Bogolioubov, 
L. Landau et d’autres savants. 

Le présent ouvrage a pour objectif d'aider ceux qui, sans avoir 
de formation physique spéciale, veulent assimiler les principes de 
la physique statistique. D’après nous le plus simple est de le faire 
-n se guidant sur un exposé qui reflète la voie historique du dévelop- 
pement de cette science, dont la description sommaire est donnée 
dans ce qui précède. 


PREMIÈRE PARTIE 


THÉORIE DES PROBABILITÉS. 
GÉNÉRALITÉS 


CHAPITRE PREMIER 
ÉVÉNEMENTS ALÉATOIRES ET PROBABILITÉ 


$ 1. Notion de probabilité 


Toutes les notions principales de la théorie des probabilités peu- 
vent être explicitées par un exemple simple qui en physique statisti- 
que présente également un intérêt particulier. Considérons une molé- 
cule À animée d’un mouvement désordonné à l'intérieur d'un ré- 
cipient en forme de caisse (fig. 1.1). 

On appelle événement aléatoire un événement qui dans une erpé- 
rience montée pour son observation se réalise ou ne se réalise pas. Ainsi, 
la présence à un certain moment de la molé- 
cule À dans le volume At dégagé à l’inté- 
rieur'du récipient (fig. 1.1) est un événement 
aléatoire. S'il était possible de photographier 
la molécule À, elle se trouverait sur le 
cliché soit dans Art, et alors l'événement 
envisagé a eu lieu, soit en dehors de At, et 
alors cet événement nes'est pas produit. 
L'expérience montée pour observer un événe- 
ment aléatoire s'appelle épreuve. 

Il est d'usage d'entendre par probabilité ; 
d'un certain événement aléatoire le rapport du Fig ie 
nombre d'épreuves m qui ont donné lieu à 
l'événement envisagé, au nombre total M d'épreuves montées, à con- 
dition que M soit assez grand. Si la probabilité de l'événement À est 
notée W (4), on a 


ou, autrement dit, 
W'(4)= lim (m;M). 
M-00 


On se demande, certes, pourquoi M doit être assez grand. Et 
jusqu'où doit aller sa grandeur ? Le fait que A7 doit être grand dé 
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coule déjà des considérations sur la précision de la détermination de 
la valeur de la probabilité. Supposons qu’en photographiant la molé- 
cule dans le récipient nous nous sommes bornés à obtenir le premier 
cliché confirmant sa présence dans At. Si le nombre total de prises 
de vues était alors égal à 127, il serait prématuré de conclure que 
W (4) = 1/127. En effet, en prenant encore 60 photographies nous 
aurions pu établir que, par exemple. l'événement qui nous intéresse 
n'a pas été enregistré du tout dans les épreuves complémentaires et 
les nouvelles mesures donneraient alors une probabilité de 1/187. 
Pour que le résultat soit suffisamment précis, il faut poursuivre les 
essais tant que la différence entre les rapports m/M ne dépasse pas les 
petites valeurs définies par la précision imposée. En toute rigueur. 
l'événement À étant aléatoire, il serait incorrect de rejeter le cas 
où le rapport m/A[ expérimental ne donne pas une valeur correcte 
de la probabilité. Bien que ceci soit en principe possible, de tels 
cas sont fort peu probables et leur probabilité est d'autant plus petite 
que le nombre d'épreuves est plus grand. 


Pour illustrer celte affirmation. voici un exemple fourni par l'histoire. 
P. Laplace. l'un des fondateurs de la théorie des probabilités. s'intéressait au 
problème de la naissance des garçons ct des filles. D'après les données sur plu- 
sieurs villes européennes, ainsi que sur toute la France, il a établi que le rapport 
du nombre de garçons nouveaux-nés m au nombre de tous les nouveaux-nés M 
était voisin de U,5116, alors que pour Paris ce rapport était de 0,5102. Le nombre 
m de garçons nouveaux-nés soumis à l'étude étant très grand, Laplace en a tiré 
la conclusion que la divergence établie ne pouvait pas être due au hasard. Il 
a établi qu'à Paris le nombre de naissances porté sur les registres comprenait 
égalemeni les enfants trouvés. Or, la population de la banlieue abandonnait 
surtout des filles. L'élimination des données relatives aux enfants trouvés 
a la statistique des naissances de Paris en accord avec celle des autres 
villes. 


La question du mode suivant lequel une épreuve est réalisée 
n'est pas triviale elle non plus. En effet, l'épreuve de la molécule 
contenue dans un récipient peut être faite de deux façons en prin- 
cipe différentes. 

Suivant le premier mode, les molécules sont photographiées dans 
le récipient à des instants différents. Il est aisé de voir que ces ins- 
tants doivent être séparés par des intervalles de temps assez grands. 
Si les prises de vues sont très rapides, la molécule n'aura pas le 
temps durant leur réalisation de se déplacer à une distance percep- 
tible et en calculant le rapport m/M relatif à une telle série on abou- 
tira nécessairement à un résultat incorrect. Les intervalles entre les 
prises de vue doivent, par exemple, être tels que la molécule ait le 
temps de se déplacer en un autre point quelconque du récipient. Le 
critère empiriquement judicieux du choix des intervalles entre les 
prises de vue consiste en ce que l’augmentation de leur espacement 
dans les séries des épreuves réitératives conduit aux mêmes valeurs 
limites de m/M que les intervalles des séries initiales. 
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Le deuxième mode consiste à utiliser A7 récipients identiques, 
dont chacun contient une molécule de la même forme que À. A un 
instant déterminé on photographie en même temps toutes les molé- 
cules et le rapport m/M est établi en considérant les photographies 
des différents récipients. La collection de mêmes systèmes utilisés pour 
l'étude des caractéristiques probabilistes s'appelle ensemble. Ainsi. la 
probabilité pouvait être établie en utilisant un ensemble des réci- 
pients contenant les molécules. 

Si le premier mode respecte la condition sur les intervalles de 
temps entre les épreuves, et tous les systèmes du deuxième mode sont 
en réalité rigoureusement identiques, les deux modes aboutissent 
au même résultat. 

Par définition, les valeurs de la probabilité sont comprises eutre Q 
et L. En effet, m et M sont des nombres positifs; d'autre part, la va- 
leur minimale de m est égale à 0, et sa valeur maximale est égale au 
nombre total d'épreuves M. L'événement qui se produit à chaque épreu- 
ve et dont la probabilité vaut donc l'unité, est dit certain. L'exemple 
peut en être fourni par un événement qui consiste à découvrir la 
molécule À se trouvant notoirement quelque part à l'intérieur du 
récipient. Naturellement, la molécule À sera enregistrée sur chaque 
photographie de tout le récipient, i.e. cet événement aura lieu à 
chaque épreuve, il est donc certain. Dans le cas contraire, lorsque 
cet événement ne se produit pas du tout et, donc, sa probabilité 
est nulle, il est dit impossible. A titre d'exemple on peut donner un 
événement consistant en ce que la molécule À ne sera pas décelée 
dans le récipient : si la molécule se trouve à l’intérieur, cet événe- 
ment est impossible. 


$ 2. Groupe complet d'événements incompatibles 


Pour établir et appliquer la théorie des probabilités, la notion du 
groupe complet d'événements incompatibles acquiert une importance 
de premier ordre. 

Deux événements sont dits incompatibles si la réalisation de l'un 
exclut celle de l'autre. Voici un exemple. Deux volumes Ar, et Ar, 
sont dégagés dans le récipient retenu pour l'observation de la molé- 
cule À. Si ces volumes sont disjoints, comme sur la figure 1.2. a, 
l'événement 7 qui consiste pour la molécule À à se trouver à l'ins- 
tant t dans le volume Ar,, et l'événement 2 qui consiste pour la 
molécule À à se trouver à ce même instant dans AT., sont incompati- 
bles. Il est clair que dans le cas des volumes qui se coupent (fig. 1.2, b), 
ces deux événements sont compatibles, puisque la présence de la 
molécule à l'instant { dans le domaine hachuré At de l'intersection 
signifie qu’elle se trouve simultanément dans l'un et dans l’autre 
volume. 
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Pour les applications, la valeur de la notion des événements 
incompatibles est définie par le théorème : La probabilité de l'un des 
deux événements incompatibles est égale à la somme des probabilités de 
chacun d'eux. Il est démontré sans peine en examinant l'exemple pré- 
cédent. Supposons que la présence d’une molécule dans l’un des deux 
volumes disjoints est définie par la probabilité 


W (1) = m/M. 


où m, est le nombre de fois où, au cours de VW épreuves, À tombe 
dans le premier volume. D'une 
façon analogue. la probabilité 
pour À de se trouver dans le 
deuxième volume 


W (2) = ml. 


L'événement qui consiste pour 
la molécule À à tomber ne 
serait-ce que dans un des volu- 
mes a été réalisé m, + m: 
fois. Maintenant, d'après la 
définition générale, on peut 
trouver que la probabilité de l'un des deux événements vaut 


W = ete = FE + TE IV (1)+ W (2), 


ce qui démontre justement le théorème. Pour les événements com- 
patibles (intersection des volumes) nous ne pouvons pas affirmer que 
le nombre de cas où À tombe dans l'un ou l’autre volume soit m, + 
+ m,. Ce nombre est plus petit, puisqu'il v a des cas où la molécule 
se trouve dans l'intersection des volumes; or. ces événements étaient 
pris en compte simultanément dans m, et m. 

On appelle groupe complet d'événements incompatibles une collec- 
lion où l'un de ces événements est certain. Les événements incompa- 
tibles de l'exemple précédent (fig. 1.2, a) ne forment pas de groupe 
complet, du fait que la molécule peut se trouver hors des deux volu- 
mes Ar, et Art,, c'est-à-dire il est possible qu'aucun des événements 
ne soit réalisé. Toutefois, si aux événements Z et 2 on ajoute un évé- 
nement 3 qui consiste en la présence de la molécule dans l’espace 
du récipient auquel on a retranché Art, et At., le nouveau groupe de 
trois événements forme un groupe complet. En effet, les volumes 
étant disjoints, les événements sont incompatibles; d'autre part, 
la réalisation de l’un d’entre eux est certaine, puisque la molécule 
se trouve soit dans AT,, soit dans Ar,, soit encore hors de ces volu- 
mes. 

Les événements sont dits équiprobables si leur probabilité de réali- 
sation est la même. Pour expliciter cette notion supposons que le ré- 
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cipient soit divisé en deux parties égales J et 2 (fig. 1.3) et considé- 
rons le groupe de deux événements: présence de la molécule 4 dans Z 
et sa présence dans 2. Les volumes ne se coupent pas. les événements 
sont donc incompatibles. Le groupe est complet, puisque les volumes 7 
et 2 constituent tout le volume du récipient. Enfin. l'équivalence 
totale de deux volumes rend évident que la probabilité de se trouver 
dans le volume J est égale à celle de se trouver dans le volume 2. De 
la sorte, les événements 7 et 2 de cet exemple constituent un groupe 
complet d'événements équiprobables incompatibles. Il convient 


Fig. 1.3 


d'insister sur le fait que la conclusion sur l’équiprobabilité des évé- 
nements s'appuie sur des idées physiques parfaitement concrètes de 
l'allure et des conditions du mouvement de la molécule. Ainsi. si la 
molécule possède un moment magnétique et près de la paroi gauche 
du récipient est placé un aimant qui crée un champ magnétique in- 
homogène, la probabilité de découvrir la molécule dans le volume 
sera plus grande, i.e. les événements ne seront pas équiprobables. 

Sur la figure 1.4 le récipient est divisé en pensée en cinq volumes 
d’égale grandeur. Les présences de la molécule dans chacun d'eux 
sont-elles des événements équiprobables ? La réponse dépend des con- 
ditions qui ont lieu lors de l'impact de la molécule contre la paroi. 
Si on suppose que lors de la collision la molécule se colle pour 
un certain temps contre le mur, elle séjournera. naturellement, plus 
de temps dans les volumes Z et 5; les probabilités IV (1) et W (5), 
tout en étant égales entre elles, seront plus grandes que toutes les 
autres. Quant aux conditions du mouvement dans chacun des volu- 
mes 2, 3, 4. elles sont parfaitement identiques et les probabilités 
W (2). W (3) et W (4) sont donc égales entre elles. Dans une situa- 
tion réelle, les conditions sont le plus souvent telles que les collisions 
avec la paroi soient équivalentes au choc parfaitement élastique. 
Alors, les probabilités des cinq événements s'avèrent identiques. 
Dans ce qui suit les chocs envisagés auront précisément cette nature, 
de sorte que Les événements qui consistent pour la molécule à se trouver 
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à un certain moment t dans l'un des volumes équivalents sont équipro- 
bables. 

La notion du groupe complet d'événements équiprobables incom- 
patibles présente cet intérêt que pour tel ou tel événement elle per- 
met d'établir théoriquement la valeur de sa probabilité. Cherchons, 
par exemple, la probabilité pour une molécule de se trouver dans un 
volume At dégagé à l’intérieur du récipient. 

Divisons en pensée le récipient en nr parallélépipèdes identiques 
(fig. 1.5) de si petites dimensions que le volume At puisse être com- 
posé avec une grande précision d’un certain 
nombre m de ces parallélépipèdes. Nous avons 
montré dans ce qui précède que les événements 
qui consistent pour la molécule À à se trouver 
à l'instant t dans l'un des parallélépipèdes, 
forment un groupe complet d'événements équi- 
probables incompatibles. La probabilité pour que 
la molécule À se trouve dans un parallélépipède 
déterminé est la même pour tous les volumes 
(condition d’équiprobabilité) et peut être tirée 
de la condition de complétude et d’incompati- 
bilité des événements du groupe. La probabilité pour la molécule 
À de se trouver à l'intérieur du récipient est égale à l’unité (événe- 
ment certain). D'autre part, d'après la règle d'addition des proba- 
bilités des événements incompatibles, cette même probabilité peut 
être représentée sous la forme d'une somme des probabilités de 
tous les événements du groupe, i.e. 1 — nW. Il en résulte que 


W = 1/n. 


La probabilité W (At) qui nous intéresse est égale à la somme des 
probabilités pour la molécule de tomber dans l'un des parallélépi- 
pèdes qui constituent At. Leur nombre total étant m. en appliquant 
encore le théorème d'addition, nous trouvons 


» e 4 _m 9 
W (ATD=m—=—. (2-1) 
Si le numérateur et le dénominateur sont multipliés par le volume 
d’un parallélépipède, on obtient au numérateur At et au dénomi- 
nateur le volume du récipient tout entier. Ainsi, La probabilité pour 
la molécule qui se trouve dans le récipient de volume V de tomber à 
l'instant t dans l'élément de volume At, vaut 


W (At) = At/V. (2.2) 


Dans la formule (2.2) ne figure pas le nombre n de parallélépipè- 
des, de sorte que le résultat définitif ne dépend pas de la grandeur 
des volumes en lesquels a été divisé en pensée le volume du réci- 
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pient. On peut les considérer comme infiniment petits et, par suite, 
composer exactement le volume AT, de sorte qu'à la différence de 
la formule approchée (2.1), la formule (2.2) est parfaitement exacte. 


$ 3. Evénements indépendants 


Dans les calculs relatifs aux probabilités on recourt souvent à la 
propriété d'indépendance des événements aléatoires. Les événements 
sont dits indépendants si la réalisation de l'un d'entre eux n'influe 
pas sur la probabilité de la réalisation de l'autre. Considérons un exem- 
ple. Supposons que le premier événement consiste en ce que la molé- 
cule À se trouve à l'instant t dans le volume Ar,, et le deuxième 
événement en ce que la molécule B tombe à ce même instant dans 
le volume At.. Si la probabilité pour la molécule B de tomber dans 
At, est de la même valeur At./V, indépendamment de la présence 
ou de l’absence de la molécule À dans la volume Ar,, ces événements 
sont indépendants. Il en sera ainsi. par exemple, des molécules qui 
n'interagissent pas entre elles. Dans ce cas, même si les volumes 
Ar, et At, coïncident, les événements sont indépendants. Pourtant, 
dans le cas de l'interaction, cette situation change. Ainsi, la répul- 
sion mutuelle des molécules fait que la probabilité pour B de se trou- 
ver dans At, en même temps que À est plus petite que lorsque À 
est absente. En réalité, toutes les molécules interagissent entre elles, 
mais les forces de cette interaction décroissent rapidement avec l'aug- 
mentation de la distance entre elles de façon qu'à des distances de 
l'ordre de quelques diamètres des molécules cette interaction peut 
être complètement négligée. Lorsque les concentrations sont faibles 
(dans les gaz) et la distance moyenne entre les molécules est sensible- 
ment supérieure à leur diamètre, on peut admettre que les événe- 
ments de l'exemple ci-dessus sont indépendants. Mais il n’en est 
pas ainsi pour de fortes concentrations (gaz très comprimés, liquides). 

La probabilité de la réalisation simultanée des événements indé- 
pendants est égale au produit des probabilités de chacun de ces événe- 
ments. 

Pour expliciter cette propriété considérons un gaz raréfié. Sup- 
posons que dans nr épreuves la molécule À a été observée m, fois 
a le volume Ar,, et la molécule B l'a été m, fois dans le volume 

To, L.e. 


W (4)ÿ= miln etiW (Bk= m/n. 


Retenons de toutes les m, épreuves, lorsque À se trouvait dans Ar,, 
celles où encore B était observée dans ATt,. Puisque la probabilité 
de l’événement B vaut m./n, le nombre d'événements choisis est 
M (me/n). Si maintenant on rapporte le nombre d'événements établi 
au nombre d'épreuves total, la probabilité de la réalisation commune 


2e 
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des événements À et B s'écrit 
W (AB) =" 00) D M Me D y (4) W(B). 


Cette formule est l'écriture mathématique de l'affirmation donnée 
ci-dessus. 


$ 4. Probabilité conditionnelle 


Une question se pose, à savoir: comment calculer la probabilité 
de la réalisation simultanée de deux événements indépendants? 
Pour y répondre considérons un exemple encore. Retenons comme 
événement 1 la présence de la molécule À à l'instant t dans le volu- 
me At, et comme événement 2, la présence à ce même instant t 
de la même molécule dans le volume At.. Ces événements sont dé- 
pendants. Supposons, par exemple, que les volumes At; et At, 
sont disjoints, c'est-à-dire que les événements Z et 2 sont incompa- 
tibles; alors, si la molécule se trouve dans Ar,, elle ne peut pas, 
naturellement, être en même temps dans At.. De la sorte, si la 
probabilité de l'événement 2 est At./V, sous la condition que Z a 
lieu, cette même probabilité est nulle. Le fait pour la probabilité de 
l'événement 2 de changer par suite de la réalisation de l'événement 
1 traduit justement dans le sens probabiliste la dépendance de ces 
événements. 

Dans le cas plus général de l'intersection arbitraire des volumes 
Ar, et At., les événements J et 2 sont également dépendants. Pour 
s'en rendre compte, calculons comment change la probabilité de 
l'événement 2, si l'événement Z est réalisé. La réalisation de l’évé- 
nement J signifie que la molécule se trouve dans le volume At, qui 
de ce fait peut être envisagé comme un nouveau récipient contenant 
la molécule. La probabilité pour que la molécule soit observée au 
même instant dans Ar, est la probabilité du fait qu'elle se trouve 
dans le volume AT, qui constitue la partie commune de At, et Ar, 
(cf. fig. 1.2, b). Cette probabilité est égale au quotient de At par le 
volume du « nouveau récipient » At,;. Ainsi, la probabilité W (2) 
de l'événement 2 sans la condition Z, ou comme on dit la probabilité 
inconditionnée, s'écrit 

W (2) = AtV,. 


alors que la probabilité conditionnelle W, (2) est la probabilité de 
l'événement 2 sous la condition que l'événement I a eu lieu; dans notre 
cas elle vaut 


W, (2) = At/Ar.. 


Il est clair que dans le cas général, les probabilités conditionnelle et 
inconditionnée ne coïncident pas en valeur, ce qui traduit l’interdé- 
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pendance des événements. Pour les événements indépendants la 
probabilité conditionnelle est égale à la probabilité inconditionnée. 

Maintenant on peut énoncer une règle presque évidente. La pro- 
babilité W (1, 2) de la réalisation simultanée de deux événements 1 et 2 
est égale au produit de la probabilité W (1) de l'événement 1 par la 
probabilité conditionnelle W, (2), ou au produit de la probabilité 
W (2) de l'événement 2 par la probabilité conditionnelle W, (1). Voici 
l'expression mathématique de ce fait: 


W (1, 2) = W (1) W, (2) = W (2) W, (1). 


Illustrons cette règle sur l'exemple de l'intersection de deux volu- 
mes. La probabilité W (1, 2) de présence dans J et 2 est, au fond, la 
probabilité de présence dans l'intersection de ces deux domaines, 
i.e. dans At, de sorte que 


W (1, 2) = Ax/F. (4.1) 
La formule (4.1) peut se mettre soit sous la forme 
ii , 


soit sous la forme 
W (1. DT = W (2) W°, (1), 


ce qui correspond complètement aux affirmations générales avancées 
dans ce qui précède. 


$ 5. Distribution binomiale des probabilités 


Les renseignements fournis permettent de résoudre de nombreux 
problèmes de la physique statistique. Nous examinerons l’un d’entre 
eux qui est d’un grand intérêt aussi bien pour les applications que 
pour le développement de la théorie des probabilités elle-même. 

Supposons qu'un récipient contient du gaz à nombre total N de 
molécules. Dégageons en pensée une partie At du volume du réci- 
pient et calculons la probabilité pour que #7 molécules se trouvent 
dans At. La résolution de ce problème permet, notamment, d'établir 
la probabilité de telle ou telle valeur de la densité du gaz, ce qui 
présente de l'intérêt pour certaines applications physiques. 

Commençons par le cas de deux molécules (N —2) que nous in- 
dexerons par 1 et 2. Pour calculer la probabilité qui nous intéresse, on 
peut examiner le groupe complet suivant des événements incompa- 
tibles : 

1) les molécules Z et 2 se trouvent dans At; 

2) la molécule Z repose dans At et 2 en dehors de ce volume; 

3) la molécule 2 repose dans At et Z ne l’est pas; 
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4) les deux molécules sont hors de Ar. 
Les probabilités de ces événements se calculent de la façon suivante. 
La probabilité pour que la molécule Z se trouve dans At est 
W — Ax/V,et la probabilité pour qu’elle se trouve hors de ce volu- 
me est 
1— W = 1 — (At:V), 


puisque la somme des probabilités des deux événements doit être 
égale à l'unité. Les probabilités correspondantes pour la molécule 2 
ont les mêmes valeurs. Considérons maintenant le premier événe- 
ment, lorsque les deux molécules se trouvent dans At. Puisque 
l'interaction des molécules peut être négligée, les présences des mo- 
lécules Z et 2 dans At sont des événements indépendants et, par suite, 
la probabilité du premier événement W, est le produit des probabi- 
lités pour les molécules Z et 2 de se trouver dans Art, i.e. 
> AT At At \2 
Many = (y) 
D'une façon analogue 


WE (1 2) =w(4—W); 
Wa (1) = WW); 
W=(1- +) -4-wy. 


Plaçons-nous dans le cas où At contient r molécules, c'est-à-dire 2, 1 
ou 0. Il est aisé de voir que 


W (2) Lu W, = W:, 


car l’événement J est le seul lorsque les deux molécules se trouvent 
dans At. Ensuite, 


W (1) _ W, + W;,=2W (1 — W), 


puisque dans les deuxième et troisième cas At ne contient qu’une 
seule molécule. Enfin, 


W (0) = W, = (1 — Wy:. 


Pour trois molécules notées 1, 2, 3 les'événements éventuels sont 
dénombrés par le tableau 1. Ce mème tableau donne les valeurs des 
probabilités W, correspondant aux différentes distributions possibles 
des molécules, ainsi que les probabilités cherchées W (3), W (2), 
W (1) et W (0). 

En passant maintenant au cas général de N molécules montrons 
que 
N1 


n N=n 
TNT WA—-W) 7". (5.1) 


W (n) nn 
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Tableau 1 
n% de | Molécules se | Molécules se pose sonate Probabilités 
, . à es rene 
nement] dans at | dans Var | Contenues| ments 1; LS 
1 | 1, 2, 3 | — | 3 | Wws | W (3)=W 
2 1-2 3 
3 1,3 2 2 W(1—W) | W(2)=3W:(1—W) 
4 2, 3 1 
5 1 2, 3 
6 2 4, 3 1 WWE | W(1)=3W#(1—W)° 
î 3 1, 2 
8 | — | 1,2, 3 | D | (—WwY | W(0)=(1—-Ww}ÿ 


En effet, la probabilité pour que nr molécules déterminées s’observent 
dans le volume Ar, alors que Ÿ — n molécules restantes soient hors 
de ce volume, vaut 


Wr (1 — Wy-r, (5.2) 


Le nombre de tels événements différant l'un de l’autre par le fait 
quelles sont les r7 molécules concrètes de leur nombre total :V qui se 
trouvent dans At, est égal au nombre de combinaisons de V molé- 
cules n à n, i.e. 
“1 = 
n(N—n)! ° (5-3) 


De la sorte, la sommation des probabilités de tous les événements 
dans lesquels nr molécules reposent dans Ar, i.e. la multiplication de 
(5.2) par (5.3), conduit à la formule générale (5.1). 

Les événements dans lesquels le nombre de molécules observées 
dans At est égal à 0, 1, 2, 3, ... sont incompatibles et forment un 
groupe complet. La somme des probabilités de ces événements doit 
être égale à l’unité. On voit sans peine que c'est vrai en réalité: 


N N 
N! N-n 
D W(n)=Y ar WA —WY à 
n=0 n=0 


En appliquant la formule du binôme de Newton, on peut écrire 
N 
__\"! N-n N : 
D AT = nil WW)" = IW+ (AW) = 1) 21. 


n=0 
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La liaison entre les probabilités W (7) et la formule du binôme de 
Newton a justifié pour la relation entre W (n) et le nombre de molé- 
cules x le nom de distribution binomiale des probabilités. 

A titre d'exemple considérons la distribution de six molécules 
dans un récipient divisé en pensée en deux parties égales. i.e. pour 
At = V'2. En calculant les coefficients binomiaux on peut aboutir 
aux résultats traduits par le graphique de la figure 1.6. où les points 
représentent les valeurs correspondantes des probabilités. On voit 
que l'événement le plus probable est que le nombre n soit égal à 3, 
c'est-à-dire que la moitié du récipient contienne la moitié du nombre 

total de molécules. L'absence de 

Win) molécules (7 — 0) ou la présence 

20/64 de toutes les molécules (r — 6) sont 

bien moins probables et s’obser- 

vent donc bien plus rarement (20 fois 
plus rarement). 

La distribution binomiale sert 
à résoudre de nombreux problè- 
mes, et non seulement celui de 
l'exemple ci-dessus. En effet, suppo- 
sons connue la probabilité W pour 
que la molécule possède une cer- 
taine propriété (par exemple, sa 
vitesse est comprise entre 100 et 
150 m/s, ou son parcours sans collisions avec d'autres molécules est 
supérieur à 4 mm, etc.). Quelle est alors la probabilité pour que n 
molécules du nombre total N possèdent le même indice ? Si pour diffé- 
rentes molécules les événements correspondants sont indépendants 
et leur probabilité vaut W, la réponse est donnée par la distribution 
binomiale (5.1). Pour s'assurer que cette conclusion est juste, il 
suffit de prendre en considération que le contenu concret du problè- 
me ci-dessus a été utilisé seulement pour calculer la probabilité 
W— At/V d'avoir une propriété déterminée (se trouver dans At à 
l'instant t). Tous les autres raisonnements ne dépendent pas de la 
propriété qu'on avait en vue. 


5/64 


$ 6. Formule de Stirling 


Dans les problèmes statistiques il s'agit d'un nombre énorme de 
molécules; ceci rend l’utilisation de plusieurs formules et, notam- 
ment, de la distribution binomiale, très incommode du fait qu’on 
y trouve les factorielles de très grands nombres. Ainsi, dans les con- 
ditions normales, { cm° de gaz contient 2,69-101? de molécules. 
S'il faut connaître la probabilité pour 10'$ d'entre elles de se trou- 
ver dans le volume At = 1 mm°. l’application de la formule (5.1) 
impose le calcul de 10! et de 2,69-101?! Si on tient compte que ce 
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calcul est déjà difficile pour 30! ou 40!, il devient clair qu'il serait 
désirable de posséder une formule permettant une évaluation rapide 
de la valeur des factorielles de grands nombres. L'expression cor- 
respondante a été obtenue par Stirling. 

IL est commode de commencer l'étude non pas par  !, mais par 
le logarithme naturel de cette expression : 


a 
InN=in1-in2+n3+...+InN -= 2 Inn. 


La figure 1.7 sur laquelle sont portées les valeurs de In r montre 
que la somme qui nous intéresse est donnée par l’aire hachurée li- 
mitée par la ligne en escalier et 
l'axe d'’abscisses. En effet. l'aire de 
chaque palier est le produit de sa 
largeur, c'est-à-dire de l'unité, 
par sa hauteur, qui vaut justement 
Inn; elle est donc égale à In ». 
Quant à l’aire de toute la figure, 
elle est égale à la somme des aires 
des paliers, du premier dont l’aire 
est nulle (In 1 = 0), jusqu'au 
N 


dernier (ln W): S = Ÿ In ». Pour 
n=1 
évaluer l’aire S, sur le graphique 
est tracée une courbe donnée par l'équation y = In x. où x est une 
abscisse continue. Sur la figure 1.7 cette ligne est tracée en pointillé. 
L'aire S’ se trouvant sous le pointillé et limitée à droite par l’or- 
donnée z = N se calcule sans peine: 
N 


& : 
S'— | Inxdr=zxlnx f— | z Lar=\ InWN—(N—1). (6.1) 
1 1 


Si on prend S Æ S”, la formule (6.1) donne une estimation approchée 
de l'aire S, mais elle peut également être précisée. Le graphique 
montre que S’ << S et que l’approximation sera bien meilleure. si 
on ajoute à S’ les aires des triangles représentés sur la figure 1.7. 
L'’aire de chaque triangle dont la base est égale à 1 et la hauteur 
est la différence entre In (r7 + 1) et In n, est donnée par l’expression 


_ [ln (r+1)— In (n)]. 
En sommant les aires de tous les triangles on obtient 
+in2+ + [ln 3— In 2)+ + [in 4— In 3]+ … 
++ Un Vin (N—1) =+ in N. 
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De cette façon l'expression approchée s'écrit 
SÆNInN—N+ LimNn+t, 


ou, étant donné que N! = es, 


NInN-N+LinN+i 


Nl=e eN‘e-“VN. 


La déduction rigoureuse que donnent les cours d'analyse aboutit à 
un résultat plus exact de la forme 


=V2rN'e-NVN, (6.2} 
i.e. on obtient une petite différence dans la valeur du facteur cons- 
tant (e — 2,718 . V'2n = 2,506 . 


L'erreur relative de la formule (6. 2) est d'autant plus petite que 
la valeur de W est plus grande. Voici deux exemples. Pour N = 4, 
la valeur exacte de 4 ! est 24, alors que la formule de Stirling donne 


Va V 44e & 23,7. 


Pour N = 6, la valeur exacte de N ! est 720, et la formule (6.2) 
donne 716. Dans le premier exemple l'erreur relative vaut 1,2 %, 
et dans le deuxième, 0,55 %. Avec de grandes valeurs de À l'erreur 
relative décroît rapidement. 


CHAPITRE 2 
VARIABLES ALÉATOIRES ET LEURS CARACTÉRISTIQUES 


$ 7. Variable aléatoire 


L'application de la théorie des probabilités à la physique statisti- 
que impose le recours au concept de la variable aléatoire qui peut 
prendre avec une certaine probabilité des valeurs numériques diffé- 
rentes. Ce concept a été déjà utilisé au chapitre précédent. En effet, 
le nombre de molécules contenues dans un volume élémentaire At 
dégagé dans un récipient de volume V, en est un exemple, puisque 
ce nombre prend les valeurs 0, 1, 2. . .., .V dont chacune est réali- 
sée avec une probabilité déterminée W (n) définie par la formule (5.1) 
de la distribution binomiale. De la sorte, le nombre de molécules 
contenues dans un volume élémentaire At est une variable aléatoire. 
Une telle variable est dite discrète du fait qu’elle prend des valeurs 
qui se distinguent entre elles d’une valeur finie (dans notre exemple, 
ce sont les nombres entiers 0, 1, 2, ..., NW). 

Il existe également des variables aléatoires continues qui prennent 
une série de valeurs continue. L'exemple le plus simple d’une telle 
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variable est la coordonnée de la molécule À dans le récipient V. 
Plaçons l’origine des coordonnées dans l’un des angles d’un récipient 
rectangulaire comme il est indiqué sur la figure 2.1. La coordonnée de 
la molécule z, le long de l’axe des z peut alors prendre une valeur 
quelconque dans l’intervalle de z = 0 à z = a, où a est la dimension 
du récipient dans la direction de l'axe des z. 

Pour une variable aléatoire continue il serait incorrect de s’in- 
téresser à la probabilité de sa valeur donnée. La position correcte de 


Fig. 2.1 


la question consiste à trouver la probabilité pour que la variable 
aléatoire prenne une valeur appartenant à l'intervalle de z à z +dz. 
Si l'intervalle dz est infiniment petit, la probabilité correspondante 
dW qui, par conséquent, doit être proportionnelle à l’intervalle dz, 
est infiniment petite elle aussi. Pour la probabilité cherchée on 
peut écrire 

dW = w (2) dz, (7.1) 


où w (z) est une fonction appelée densité de probabilité. Sa dimension 
est inverse à celle de la variable aléatoire :, puisque dW est une 
quantité sans dimension. Ainsi, La densité de probabilité d'une varia- 
ble aléatoire, dont les valeurs sont notées z, est une fonction w (2) 
telle que multipliée par dz elle donne la probabilité pour que la valeur 
de la variable aléatoire se trouve dans l'intervalle de z à z + dz. Si 
l'intervalle dz est nul, la probabilité correspondante est également 
nulle et il est donc inutile de s’intéresser à la probabilité d’une 
valeur séparée de la variable aléatoire continue. 

Pour expliquer la notion introduite adressons-nous à l'exemple 
où la variable aléatoire continue est la coordonnée z de la molécule 
À. Il faut calculer pour elle la densité de probabilité. La coordonnée 
de la molécule repose dans l'intervalle dz si, comme le montre la 
figure 2.1, la molécule elle-même se trouve dans le volume dt, dé- 
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limité par deux plans perpendiculaires à l'axe des z et passant par 
les points z et : + dz. Notons S l’aire de la base du récipient ; alors, 
le volume dt = S dz. Comme le volume du récipient tout entier est 
V = «aS, on obtient pour la probabilité 


La dernière égalité montre que la densité de probabilité pour la 
coordonnée de la molécule 


w (2) = 1/a. 


“Comme il fallait s’y attendre, la dimension de la densité de proba- 
bilité est l'inverse de la longueur. puisque la variable aléatoire z 
elle-même a la dimension de la longueur. 

Le fait que la densité de probabilité s'est avérée constante est 
dû aux particularités concrètes du problème dans lequel le récipient 
est rectangulaire et toutes les positions de la molécule À à l’inté- 
rieur du récipient sont considérées comme équiprobables. Si le ré- 
<ipient se trouvait dans un champ de forces extérieures quelconques 
(par exemple, si l’on tenait compte de la pesanteur) ou si sa forme 
n’était pas rectangulaire, la densité de probabilité ne serait pas cons- 
tante. 

Aussi, dans un vase conique (fig. 2.2), en négligeant la pesanteur, 
on peut écrire pour la probabilité dW: 


dt ari ds 
dw = V — (/3)rREH ? 


où r est le rayon de la section circulaire du cône à la hauteur z de la 
base et par suite, x7° dz est le volume de la couche du cône comprise 
entre les plans perpendiculaires à son axe et passant à la distance z 
et z + dz de la base. Puisque la similitude des triangles COA et 


, il vient 


, Ê : H—: 
CO'B implique = ra 


ri= A À pe, 


Si on tient encore compte que le volume du cône V = (1/3) x R°H, 
on a 


Hs 
dW = 3 ER dz, 
i.e. la densité de probabilité 
H —:)° 
w (2) = 8 TE . 


On a souvent affaire aux variables aléatoires vectorielles, i.e. les 
vecteurs de longueur et de direction différentes qu’ils prennent avec 
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une probabilité déterminée. L'exemple le plus simple d'une telle 
quantité est fourni par le rayon vecteur de la molécule À se trou- 
vant dans le récipient de volume V. Introduisons le système de coor- 
données cartésiennes en portant suivant les axes les composantes 
Ta» Uars ZA du vecteur aléatoire r,, et construisons sur les points 
z, y, z un volume rectangulaire infiniment petit dr = dx dy dz 
(fig. 2.3). Quelle est la probabilité pour que l'extrémité du vecteur 
rA se trouve à l’intérieur du volu- 
me dt dégagé? Le volume étant z 
infiniment petit, la probabilité dW z 
doit lui être proportionnelle, i.e: 


dW = w (x, y, :) dt. (7.2) 


En général, la grandeur w qui 
dépend des coordonnées zx. y. = 
s'appelle densité de probabilité 
d’une variable aléatoire vectoriel- 
ler. 

Ainsi, le produit de la densité 
de probabilité w d'une variable aléa- 
toire vectorielle par l'élément de 
volume dr donne la probabilité pour 
l'extrémité du vecteur r de tomber à Fig. 2.3 
l'intérieur de dt; autrement dit, 
on observe simultanément les conditions suivantes: les composantes x, 
y, z de r sont comprises respectivement dans les intervalles de x à x + 
+ dx; de y à y + dy; de z à z + dz. 

Dans l'exemple considéré la densité de probabilité w est égale à 
l’inverse du volume du récipient. En effet, nous avons établi au 
$ 2 que la probabilité pour la molécule À de tomber dans l'élé- 
ment de volume dr, i.e. la probabilité pour que l'extrémité de son 
rayon vecteur se trouve dans cet élément, est 


dW = dr/V. 


A 


En comparant cette expression avec (7.2), on peut conclure que 
w = 1/V. (7.3) 
Dans le cas particulier important où les composantes du vecteur 


aléatoire sont indépendantes, la densité de probabilité w (x. y. 2) 
se met sous la forme du produit de trois densités de probabilité: 


w (x, y, z) dt = wx (x) drew,, (y) dyew. (2) ds. (7.4) 


de sorte que la probabilité pour la composante zx de se trouver dans 
l'intervalle dx est égale à w+ (x) dx et ne dépend pas des valeurs que 
prennent les autres composantes. 
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Le sens probabiliste de la formule (7.4) est bien simple: elle 
signifie que la probabilité pour le vecteur r de se trouver dans dt 
est égale au produit des probabilités de trois événements indépen- 
dants. et notamment du fait que la composante x tombe dans l’in- 
tervalle dr, la composante y dans l'intervalle dy et la composante z 
dans l'intervalle dz. La formule (7.3) illustre ces cas. Comme le vo- 
lume du récipient avant la forme d’un parallélépipède rectangulaire 
est égal au produit de ses côtés, il vient 


V = cba, 


où c, b, a sont les longueurs des côtés suivant les axes des x, y, z 
respectivement. Cette relation permet d'écrire pour la densité de 
probabilité 


$ 8. La valeur moyenne 


En connaissant les probabilités des valeurs isolées d'une variable 
aléatoire discrète ou la densité de probabilité pour une variable aléa- 
toire continue on peut calculer sa valeur moyenne ou l'espérance 
mathématique. Pour obtenir la règle générale considérons l'exemple 
suivant. Soit un volume At dégagé dans le récipient V; nous nous 
intéressons à la variable aléatoire qui est le nombre de molécules se 
trouvant dans Ât à un certain instant {. Supposons que le nombre M 
d'épreuves réalisées est très grand et que chaque épreuve enregistrait 
le nombre de molécules contenues dans At. Supposons encore que 
la valeur n, a été enregistrée m, fois ; la valeur n, l'est m, fois, etc. ; 
alors, la valeur moyenne du nombre de molécules dans AT est don- 
née par la formule 


allo és n alfa sie a 
gr) = mate tte RE n et 


Si le nombre d'épreuves est assez grand, les rapports m,/M, m.,/M, 
etc., deviennent égaux aux probabilités des valeurs correspondantes 
de n, i.e. 


{n)=w(n;)r;+ w(n) n2+ = Èw(n) ni (8.1) 
où la somme est prise sur toutes les valeurs possibles de la variable 


aléatoire nr; (n; = 0, 1, ..., N, où N est le nombre de molécules 
dans le récipient). 
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Lorsqu’on envisage une variable aléatoire continue z, la proba- 
bilité pour que sa valeur se trouve dans l'intervalle dz est w (z) dz 
fait que pour calculer la valeur moyenne il faut sommer les expres- 
sions zw (z) dz sur toutes les valeurs de z, i.e. sur tous les intervalles 
dz. Ceci signifie que la règle de calcul de la moyenne d’une variable 
aléatoire continue s'écrit: 


D = | zw (2) dz, (8.2) 


où l'intégration (la sommation) porte sur toutes les valeurs possibles 
de la variable aléatoire. 

Reprenons le nombre moyen de particules dans le volume Ar. 
Soit N le nombre total de particules contenues dans le volume V. 
La valeur moyenne est définie par la formule (8.1), où par w (n;) 
on entend la probabilité pour que le volume At contienne n; parti- 
cules, i.e. dé (5.1). De la sorte 


cm pi ner ET 


En calculant ue somme attirons l'attention sur le fait qu'en réali- 
té la sommation commence par nr; = {, puisque le terme avec nr; — 
= 0 est nul (il faut retenir que O0 ! = 1). Il s'ensuit qu'en réduisant 
par n; on peut écrire 


N 
\! PU PRE LA 
(n) = > MCE UE ET) E EEE] +) (1 — +) PE 


ny 
Si on note n; — 1 = k, où & prend les valeurs 0, 1, ..., MN — 1, 
l'expression de (7) peut s’écrire 


A AT ( AT ii AT \N-1-k 


N=1 
m= X roi (Tr) (= 
k=0 


Le facteur commun N (At/V) est sorti de sous le signe somme, et 
alors 


<= CN —1)! AT |# AT A\N-1-E 
EN 2 > re (+) (1—+-) | 


D'après la fade _ binôme de Newton et en PAL conformité 
avec ce qu'on avait dans les calculs analogues du $ 5, on a 


2 5 y (1-+ Mr 


LT es 
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Se 
Ainsi, 
AT 
M=N<+, (8.3) 


i.e. le nombre moyen de particules contenues dans le volume At est 
égal au produit du nombre total N de particules dans le récipient par 
la probabilité (At/V) pour la particule de se trouver dans Ar. 

Calculons la moyenne de la variable aléatoire continue sur l'exem- 
ple de la coordonnée z de la molécule qui se trouve dans un récipient 
rectangulaire. Comme nous l'avons montré dans ce qui précède, 
dans ce cas la densité de probabilité est égale à w (z) = 1/a. La moyen- 
ne de z se calcule d’après (8.2): 


” a 
Û _ 1 14 =? 

a. Te. 9 
0 


i.e. nous avons obtenu le résultat intuitivement évident dès le début. 

Dans les applications il est souvent nécessaire de connaître la 
moyenne de la fonction d'une variable aléatoire, par exemple, du 
carré (ou d’une autre puissance quelconque) du nombre de particules 
contenues dans le volume At ou du carré z° de la coordonnée de la 
molécule. En appliquant les raisonnements précédents non pas à 
la variable aléatoire nr; elle-même, mais à une certaine fonction 
4 (»;), on montre sans peine que la moyenne doit se calculer d’après 
la formule 


(ÿ (r)) = 2 Ÿ (ri) w (ni). (8.5) 


La moyenne de la fonction d’une variable aléatoire continue est cal- 
culée à l’aide d'une règle de sens analogue: 


Gp (2) = | x (2) w (5) de. (8.6) 


L'intégrale est prise sur toutes les valeurs possibles de la variable 
aléatoire z. 

Ainsi, la moyenne (espérance mathématique) de la fonction d’une 
variable aléatoire se calcule comme la somme des produits de cette fonc- 
tion par la probabilité de la valeur de son argument, i.e. d'après la 
formule (8.5) relative à une variable aléatoire discrète et d’après la 
formule (8.6) relative à une variable continue. 

Utilisons cette règle pour déterminer une caractéristique très 
importante nommée variance ou dispersion. C'est l'espérance ma- 
thématique de l'écart quadratique d'une variable aléatoire par rapport 
à sa valeur moyenne. i.e. 


D (ns) = ni — (ni). D (2) = (z— ()}°). (8.7) 
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L'intérêt de cette caractéristique est dû au fait qu'elle détermine le 
degré de variance d'une variable aléatoire, i.e. dans un certain sens, 
la variance sert de mesure du hasard. Si une grandeur qui n'est pas 
due au hasard est envisagée comme une variable aléatoire qui avec 
la probabilité égale à l'unité prend la même valeur, il est clair que 
pour elle l’écart de la moyenne est nul, et par suite, la variance est 
nulle elle aussi. Ainsi, la variance d'une variable non aléatoire est 
nulle et pour une variable aléatoire elle est d'autant plus grande que 
la variance de ses valeurs est plus large. 

Les formules (8.7) peuvent être mises sous une forme plus commo- 
de pour les calculs qui est obtenue dans ce qui suit simplement sur 
l'exemple d'une variable aléatoire’ continue, puisque dans le cas 
discret il suffit de remplacer l'intégration par la sommation. 

Par définition de la variance 


DA = À Ga ds= | (e8—22 (2)+ (39) à (0) ds 


= | z2w (z) dz — | 22 (2) w (z) da + | (2)? w (z) ds. 


Etant donné que (2)° est simplement un nombre, la dernière inté- 
grale s'écrit 

| (2)? w (2) dz = (2)? \ w (:) ds. 
Pour une variable aléatoire on a la condition de normalisation de la 
densité de probabilité 


À 2 (2) ds = 1. 


Elle découle du fait que les valeurs prises par la variable aléatoire 
et tirées des différents intervalles dz forment un groupe complet 
d'événements incompatibles. La condition de normalisation signifie 
que l’une des valeurs possibles sera prise par la variable aléatoire 
avec la probabilité égale à l'unité. 

Dans l'expression de la variance l’avant-dernière intégrale se 
transforme de la façon suivante: 


\ 2z(z)w(z) dz=2(:) | zw (z) dz—24(2) (2) — 2(2)°. 


Comme la première intégrale a le sens de la moyenne du carré de la 
variable aléatoire et doit être notée (2°). le résultat définitif, compte 
tenu de la condition de normalisation, s'écrit sous la forme 


D = (2)—2 GX + GÉ = (&) — GX. (8.8) 
Pour une variable aléatoire discrète la formule est analogue : 
D (n;) FE (ni) Su (n; }. 


31388 
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L'exemple de la variance permet de montrer sans peine que la 
moyenne d’une fonction de la variable aléatoire n’est pas égale à 
la valeur de cette fonction lorsqu'en guise d’argument on prend la 
moyenne de la variable aléatoire elle-même. En effet, dans ce cas 
on a à calculer la moyenne de la fonction f (2) — z°. Cette moyenne 
est (2?) (le signe de la moyenne concerne toute la fonction), et ceci 
n'est pas égal à la moyenne quadratique (z}°. Si une telle égalité avait 
lieu, la variance serait nulle. Montrons qu’il n’en est pas ainsi sur 
l'exemple déjà décrit dans ce paragraphe. | 

Déterminons la variance de la coordonnée de la molécule observée 
dans un récipient rectangulaire. Pour utiliser (8.8) calculons (2°): 

“ i : 
a 
(22) = 2 di. 
0 
Puisque (:) — a/2, d'après (8.8) on a 


at a? a? 
DO= TT 4. 

Voici les propriétés des valeurs moyennes et de la variance très im- 
portantes pour les applications. 

a) Si on additionne deux fonctions j, (x, y, z) et f, (x, y, z), où 
r — {x, y, z} est un vecteur aléatoire, la moyenne de la somme des 
fonctions est égale à la somme de leurs moyennes. 

En effet, lorsque r est un vecteur aléatoire continu, on a 


(fi (&, y, 5) + fa (x, y, 2)D = | (it 2) w(x, y, z) dr = 
= À ue, y, 2) de + | fou(z y, 2) dr = (+ (a. 


D'une façon analogue cette propriété se démontre pour les variables 
aléatoires discrètes. 

b) Si la fonction d’un vecteur aléatoire r est multipliée par un 
nombre constant a, la moyenne du produit est égale au produit de la 
moyenne de la fonction par a. Cette propriété peut être formulée 
d'une autre façon: un facteur constant peut être sorti de sous le signe 
de la moyenne. 

Ceci est démontré de la façon suivante: 


(afs) = | af,w dt = a | fu dt == a(f,) 


(pour une variable aléatoire discrète la démonstration est analogue). 

c) S’il existe plusieurs fonctions (par exemple, trois) f1 (x), 
Î2 (Y), fa (z) des composantes zx, y, z d’un vecteur aléatoire r — 
= {x, y, z} et si les variables aléatoires x, y, z sont indépendantes et 
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telles que 
w (x, y, z) dt = wx (x) dr-w, (y) dy-w: (z) dz, 


la moyenne du produit f; (x)-f2 (y)-fs (2) est égale au produit de leurs 
moyennes. 
En effet 


arfa-fs) = | | À Ce) fe QU fs (0 w, (x) w, (uw, (2) dx dy àz = 
= [fous (e) de À feu), (u) du | Go), (9 à: =(o-dd-ds. 


d) La variance de la somme de plusieurs variables aléatoires indé- 
pendantes est égale à la somme de leurs variances. 
Soient x, y, z des variables aléatoires indépendantes; alors, par 
définition 
D(+y+z) = (z+y +2) — (rx +y +2)*. 
Elevons au carré la première parenthèse du second membre et appli- 
quons à la deuxième la propriété a): 
D(c+y+:) = (+ y +2 + 2ry + 2zz + 2yz)) — 
— (x) + y) + GUY. 
Elevons au carré la deuxième parenthèse du second membre et appli-- 
quons à la première la propriété a): 
Da+y+z) = (at) + (y) + (2) + (2zy) + (2zz) + 
+ (2yz) — (x — y} — (2 — 2 (x) (y) — 2 (x) (z) — 
— 2 (y) Gh). 
D'après la propriété b) le facteur 2 est sorti de sous le signe de la 
moyenne de façon que, par exemple, (2ry) = 2 (xy). De plus, 
puisque les grandeurs x, y, z sont indépendantes, d’après la pro- 
priété c) 
(xy) = (x){y}, (az) = (x){z),  (yz) = (y)(z) 
et on voit alors que tous les termes contenant les produits des moyen- 


nes des différentes variables aléatoires s'annulent mutuellement. On 
a donc 


Da +y+z) = (a) — GX + (y*) — (y + (2) — (= 
= D (5) + D GY) +D (:), 
ce qu'il fallait démontrer. 
Dans toute une série de cas les propriétés mentionnées permettent 


de simplifier les calculs des moyennes et de la variance. Considérons 
encore à titre d'exemple le nombre de particules dans le volume At... 


3% 
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Si à chaque molécule on fait correspondre une variable aléatoire 7 4 
qui prend la valeur 1 lorsque la molécule est observée dans At, et 0, 
lorsqu'elle est hors de ce volume, le nombre de particules dans At 
peut être envisagé comme une somme de ces variables aléatoires 
pour toutes les molécules du gaz. D’après la propriété a) la moyenne 
du nombre de particules est égale à la somme des espérances mathé- 
matiques de n,. Cette dernière grandeur se calcule d’après la for- 
mule générale 


a)= 1.5 +0-(1— LE) = 


L’espérance mathématique étant la même pour toutes les molécules, 
leur somme se calcule en multipliant l’expression obtenue par le 
nombre total de molécules W. Ainsi, 


M =N +. 


Le calcul de la variance du nombre de particules dans At est tout 
aussi simple. D'abord il faut trouver (nr ): 


puis la variance de cette quantité: 
At AT \2 At AT 
Da = ag (SE) = (1-5). 
La variance du nombre total de particules dans At est déterminée en 
appliquant la propriété d). Elle vaut 


D=N-D,= NT (1-5). (8.9) 


Le calcul direct de cette quantité s’avère bien plus laborieux. 


$ 9. Distribution de Poisson 


Nous avons dit au chapitre précédent que lorsque le nombre N 
de molécules est grand l’utilisation de la distribution binomiale pour 
le calcul des probabilités est incommode, et nous avons obtenu la 
formule de Stirling qui rend plus facile le calcul des factorielles des 
grands nombres. Cette formule permet de simplifier la distribution 
binomiale et de la ramener à d'autres distributions plus commodes 
pour le calcul. 

Dans le présent paragraphe nous examinerons le cas lorsque pour 
de grandes valeurs du nombre N l'intérêt est porté surtout aux petites 
valeurs du nombre de molécules nr dans le volume Ar, i.e. nous suppo- 
serons que les grandes valeurs de n sont si peu probables que nous 
pouvons les négliger. Supposons, par exemple, que le récipient con- 
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tient V molécules, où W est de l’ordre de 10, et que le volume extrait 
Ax est si petit devant le volume total V du récipient qu'on peut 
y observer n = 0, 1, 2, 3 molécules et il est très peu probable que 
leur nombre dépasse, disons, r — 10. Pour ce faire, le volume doit 
être tel que le nombre moyen de molécules qu'il contient et qui est 
égal d’après (8.3) à (7) — N (At/V) soit bien inférieur au nombre 
limite choisi nr — 10, par exemple (r) = 3. Certes, le nombre 3 
est arbitraire et on pourrait aussi bien le remplacer par un autre 
nombre assez petit devant W ; mais avec des (n) relativement grands, 
il est plus commode de faire intervenir une autre approximation de 
la distribution binomiale décrite au paragraphe suivant et inappli- 
cable pour de petites valeurs de (n) (pour (n) 3). 


D'après la formule de la distribution binomiale (5.1) la valeur exacte de 
la probabilité est de la forme 


pers (7) GT) 


En profitant du fait que N et N — n sont des nombres très grands, remplaçons 
leurs factorielles d'après la formule de Stirling: 


W (n)= - NYe-NNi72 Von 5 AT |” AT a 
n! (N—n)\-" eY+n (N—n)172 2x | 4 |4 q 


En divisant le numérateur et le dénominateur par W2xVY "Ne N\ on 
peut obtenir 


Nn(At/V}n (1 Ax/V)N 
nl A—n/iN)N "en (A—n/N) 


Le facteur qui figure au dénominateur 


W(n)= (9.1) 


(—n/N) 
(—n/#N)" 


est transformé de la façon suivante. L'analyse nous enseigne que pour V—+ co 
(i.e. pour les N pratiquement assez pro) l'expression (1 — n/N)* est égale 
à e-". Puisque r/N est une quantité très petite, l'expression (1 — n/N)" est 
proche de l'unité. En effet, sin YN, par exemple n = 0,3 VN, il vient 


(ee (TL (TT 


VN : 


A—n/NN-" = 


= (e-9,3)9,3 = 070,09 =0,91. 
De la sorte, 
4 — nN) "zen. 


Naturellement, avec les restrictions avancées, l'autre facteur du dénominateur 
de (9.1) vaut aussi à peu près l’unité: 


(1 — nINP = 1. 
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Fr ri lie] le calcul il reste à examiner l'expression qui figure au numérateur 
e (9.1): 


— ( i=CR)r 
CR) re — PE 


Si rAtT< V, par analogie avec ce qui précède le dénominateur de (9.2) vaut 
l'unité. La quantité N (At/V) égale à la moyenne du nombre de molécules 
AT, que nous noterons (n), est bien inférieure à N par hypothèse; on 


a donc 
(1er, 


Ainsi, il s'avère que pour la probabilité qui nous intéresse on a 
l'expression suivante: 


N 4 —{n) na7(n) 
W (n)= LEE ee, (9.3) 


La formule (9.3) s'appelle distribution de Poisson. Elle détermine la 
probabilité pour que r molécules soient observées dans At (pour la 
valeur moyenne du nombre de molécules dans At égale à (n)) et elle 
est vérifiée, si le nombre total de molécules dans le récipient est bien 
supérieur à (n)°. 

La distribution de Poisson étant le cas limite de la distribution 
binomiale pour (7)? & N ou, autrement dit, pour (n)/N = Axt/V + 
— 0, la variance d’une variable aléatoire qui obéit à la distribution 
de Poisson s'obtient de (8.9) par le même passage à la limite, i.e. 
s'avère égale à la moyenne du nombre n: 


D = (n). (9.4) 


$ 10. Distribution de Gauss 


Il existe encore une autre approximation qui peut être appliquée 
lorsque non seulement le nombre total N de molécules est grand, 
mais aussi le nombre 7 de molécules contenues dans le volume élé- 
mentaire At, ainsi que le nombre de molécules N — n hors de ce 
volume. Ce cas se réalise souvent dans la pratique, puisque pour 
qu'il ait lieu, il suffit que le nombre moyen de molécules dans le 
volume élémentaire At 


(n) = N At/V (10.1) 


soit grand, mais pas très proche de leur nombre total A, i.e. le vo- 
lume Ar ne doit pas être trop petit devant V sans être très proche du 
volume total. Comme on le verra par la suite, la distribution de Gauss 
est déjà assez exacte avec (n) et N — (n) supérieurs à 3, et sa pré- 
cision est d'autant plus grande que (n) et N — (n) sont plus grands. 
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La probabilité de la présence dans le volume élémentaire At de 
n molécules, sous la condition que leur nombre moyen (7) contenu 
dans At et leur nombre moyen % — (nr) hors de ce volume soient 
suffisamment grands, est donnée par la formule qui porte le nom de 
distribution de Gauss: 


W (n) -- . S e-(n-<n))2/(2D), (10.2) 


y 2xD 


Le plus souvent on recourt à la distribution de Gauss (10.2) lors- 
que le nombre de molécules contenues dans At est très grand. Prati- 
quement, il est presque toujours inutile de connaître la probabilité 
de la présence dans At exactement de 7 molécules; on s'intéresse 
ordinairement à la probabilité ôW pour que le nombre de molécules 
présentes varie de r à n + ôn. Si ôn est une quantité assez petite 
(bien inférieure à V D), pour tout » de l'intervalle ôn la probabilité 
W (n) calculée d’après (10.2) est pratiquement la même. Ceci fait 
se la probabilité 6W est fournie par le produit de la probabilité 

(n) prise pour une certaine valeur (n'importe laquelle) de nr dans 
l'intervalle envisagé par l'intervalle ôn, i.e. 


SW — 1 o-m-m2D6n. (10.3) 


V/21D 


La formule (10.3) montre que pour un grand nombre de molécules, 
la variable » peut être considérée comme une variable aléatoire con- 
tinue et la probabilité pour que ses valeurs soient comprises entre n 
et nr + ôn est définie par la formule (10.3), i.e. la densité de proba- 
bilité correspondante s'écrit 
" _ 1 -(n-<n))2/(2D) 
æ(n) Er e : 


S’il faut calculer la probabilité W pour que n soit compris dans l’in- 
tervalle de n, à »,, et l'intervalle n’est pas supposé petit devant VD, 
il faut tenir compte de la variation de la densité de probabilité dans 


cet intervalle et utiliser la règle ordinaire pour les variables aléatoires 
continues : 


n2 n°2 
- | 4 e 
WW — | u:(n) dn — \ ——— p-(r-(n))/(2D) dn. 
< ñ V2rD 


De même en calculant la valeur moyenne de la fonction f (nr) du 
nombre de molécules » il convient de profiter de la règle de calcul 
des valeurs moyennes valable pour les variables aléatoires continues : 


En) = | f(n)u(n) an = | j() 


1 __-(n-(n)2{2D) qn. 
V2rD 
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D'après le sens de la variable n les limites de la dernière inté- 
grale ne peuvent pas être inférieures à 0 et supérieures à NW; pour- 
tant, puisque dès le début nous avons supposé que de grands écarts 
de n par rapport à la valeur moyenne sont peu probables, et comme 
nous le montrerons au $ 13, pour de grands (n) il en est réellement 
ainsi, nous pouvons, sans porter atteinte à la précision, remplacer 
ces limites respectivement par « moins » et « plus » l'infini, de sorte 
que finalement 


Les 
(f (n)) = \ 1(n) 7e 079 D) du, (10.4) 


Il convient de noter que la distribution de Gauss est très fré- 
quente dans la pratique et décrit le comportement de nombreuses 
variables aléatoires continues, i.e. elle est valable non seulement 
pour le cas envisagé mais également pour bien d’autres cas. Et ceci 
pour les raisons suivantes. Lorsque le nombre d'épreuves est grand, 
la distribution de Gauss est une distribution limite pour toute une 
série de distributions. 11 existe un théorème dont l’importance lui a 
valu le nom de théorème limite central de la théorie des probabilités; : 
ce théorème établit les conditions très générales suffisantes pour 
que la distribution limite soit gaussienne, ou comme on dit encore 
normale. Une large extension de la loi normale de la distribution des 
probabilités a donné prétexte à une plaisanterie: les physiciens 
considèrent l'extension universelle de la loi normale comme un 
théorème mathématique, et les mathématiciens, comme un fait 
établi empiriquement. Il convient, certes, de retenir que la distri- 
bution de Gauss, bien que très fréquente, n’est pas la seule possible. 

Si une variable aléatoire continue z obéit à la loi normale, la pro- 
babilité AW pour que ses valeurs soient comprises dans l'intervalle de 
z à z + dz est définie par la formule 

D 1 e-6- 4020 dz rs 
dW (2) 7 e dz, (10.5) 
où (z) est la valeur moyenne et D la variance de z. 

A titre de conclusion comparons la formule approximante de 
Gauss (10.2) avec la formule binomiale. La figure 1.6 montre cette 
dernière pour le cas où N = 6 et At/V — 0,5. Les résultats de cal- 
cul de ces mêmes quantités d’après (10.2) sont visualisés par de peti- 
tes croix ((n) = N Ax/V =3, D = N Ax/{V [1 — (Ax/V)]} = 
= 1,51). On voit que même dans ce cas où les (7) et les N — (n)ne 
sont pas si grands, les résultats obtenus sont assez proches. Et lors- 
que ces quantités sont plus importantes, la différence entre le calcul 
d’après la formule binomiale exacte et d’après la formule de Gauss 
devient parfaitement négligeable. 
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$ 11. Probabilité comme mesure de l’imprévisibilité 


La probabilité d'un événement peut servir de mesure de son 
imprévisibilité. Ceci est assez évident du point de vue qualitatif. Si 
la probabilité est faible, la réalisation de l'événement est rare et, 
par suite, il se range dans la catégorie des événements imprévisibles. 
Au contraire, si sa probabilité est proche de l'unité, on l’observe 
souvent et de ce point de vue c’est un phénomène commun. 

En informatique la mesure de l'imprévisibilité est donnée par con- 
vention par le logarithme népérien de sa probabilité w pris avec le signe 
contraire: —In w. 

La mesure de l’imprévisible ainsi choisie traduit un bon nombre 
de nos idées intuitives sur les propriétés qu'elle doit posséder. En 
effet, la probabilité est une grandeur inférieure à l'unité el, par suite, 
son logarithme pris avec le signe « moins » est positif, i.e. l'impré- 
visibilité est une grandeur positive. Si un événement est certain, sa 
probabilité vaut l'unité et son logarithme est nul, de sorte que son 
imprévisibilité est nulle elle aussi. Enfin, si l’événement se compose 
de deux événements simples indépendants. sa probabilité étant 
égale au produit des probabilités, l'imprévisibilité de cet événement 
complexe est égale à la somme des imprévisibilités des événements 
simples qui le composent. 

Pour illustrer cette affirmation, considérons un exemple. Soit 
un récipient contenant trois molécules, où on a extrait un volume 
égal à 0.1 du volume total, i.e. At/V = 0,1. Quelle sera l’imprévisi- 
bilité pour trois molécules de se trouver dans ce volume? En vertu 
de la loi binomiale (cf. également le tableau 1) la probabilité de l’évé- 
nement qui nous intéresse est 


W (3) = (Ax/V} = 10. 
Il s'ensuit que son imprévisibilité 
—In W (3) = 3 In 10 = 6,9. 


Ce même résultat peut s’obtenir d’une façon quelque peu différente. 
L'événement envisagé consiste à observer simultanément trois évé- 
nements indépendants, notamment, la présence de chacune des trois 
molécules dans le volume At. Puisque la probabilité pour une molé- 
cule de se trouver dans At est At/V = 0,1, l'imprévisibilité de cet 
événement 

—In W = In 10 = 2,3. 


L’imprévisibilité d'observer dans ce volume trois molécules est trois 
fois plus grande, i.e. on obtient le même résultat. 

Le rapport At/V étant petit, la présence des molécules dans At 
est peu probable; il serait donc bien moins étrange que les trois mo- 
lécules se trouvent hors de At. Quelle est l’imprévisibilité de cet 
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événement? Puisque la probabilité correspondante est 
W (0) = (1 — Ax/V} = 0,93, 
compte tenu que At «1, l’imprévisibilité vaut 
—3 In (1 — At/V) & 3 (Ax/V) = 0,3. 


Dans ce cas sa valeur numérique est bien inférieure que dans le cas 
précédent. 

Si la mesure permet d'établir que l'événement a eu lieu et que, 
par exemple, les trois molécules ont été présentes dans At, cela si- 
gnifie que l'événement est devenu certain et que son imprévisibilité 
est nulle. La diminution de cette dernière résultant de la mesure peut 
être envisagée comme la mesure de l'information ainsi obtenue. 
L’imprévisibilité finale étant nulle, sa diminution est égale à sa va- 
leur initiale et donc l'expression —In W (4) est également une mesure 
de la quantité d'information obtenue empiriquement, qui montre que 
l'événement À a été réalisé. 


$ 12. Entropie et désordre 


Nous avons introduit ci-dessus le concept de la mesure de l’im- 
prévisibilité d’un événement aléatoire. Supposons que nous envisa- 
geons un groupe complet d'événements incompatibles. Chacun de 
ces événements possède son imprévisibilité et la question se pose de 
savoir une caractéristique générale propre à tout le système. Une 
telle caractéristique appelée entropie ou entropie d’information est 
introduite comme moyenne des imprévisibilités pour le système tout 
entier, i.e. l’imprévisibilité de chaque i-ième événement est multi- 
pliée par la probabilité de cet événement W; et tous les résultats 
obtenus sont additionnés. Ainsi, en notant l’entropie S, on peut 
écrire la définition mathématique de cette grandeur 


Fe 
S=—YW,hHW,; (12.1) 
i=1 


où la sommation est étendue à tous les événements qui forment un 
groupe complet. L'entropie caractérise le degré d'incertitude ou de 
désordre propre à une situation donnée. Pour expliciter le sens de 
l’entropie, reprenons l'exemple dans lequel la molécule À observée 
dans le récipient de volume V peut tomber ou ne pas tomber dans 
le volume dégagé Ar. 

Supposons d’abord que At est très petit par rapport à V. Il est 
intuitivement clair que dans ce cas l'incertitude de la situation est 
très faible, puisqu’on est presque sûr que la molécule sera hors de 
At. L'’entropie traduit cette idée. En effet, la probabilité pourque 
la molécule se trouve dans At est W, — Axt/V, et celle de son absen- 
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ce dans ce volume est W, = 14 — W, — 1 — (At/V). L'entropie 
s'écrit donc 
AT AT AT At 

Si At/V est très petit, un facteur du premier terme de la somme tend 
vers zéro, et l’autre, vers —oo. Pourtant, étant donné qu'avec la 
diminution de At/V l'accroissement de —In (At/V) est très lent, 
avec (At/V) —+ 0. le produit tend vers zéro *). Le premier facteur du 
deuxième terme de la somme tend vers l'unité, et le deuxième, vers 
zéro, de sorte que pour At/V petit il est également très petit. Ainsi, 
avec At/V petit la valeur de l’entropie est petite elle aussi. 

On voit aisément qu’il en est absolument de même lorsque le vo- 
lume At est voisin de V. Dans ce cas on est presque sûr que la molé- 
cule À se trouve dans Ar. L'incertitude, de la situation est très faible 
et la valeur de l’entropie est encore proche de zéro. 

Et alors, quand l'incertitude est-elle donc la plus grande ? Essay- 
ons de répondre à cette question en établissant les conditions dans 
lesquelles l’entropie est maximale et en la considérant comme fonc- 
tion de probabilité W, — Ax/V. D'après la règle générale de cal- 
cul du maximum d’une fonction, dérivons S par rapport à la pro- 
babilité et annulons la dérivée pour obtenir 


7. s 7: [—WinW,—(1—W)in({i—W,) = 
=—InW,—-1+Iin({—W,)11-=0. (12.2) 
Cette égalité entraîne que W, = (1 — W,) ou 
W, = Ax/V = 1/2. (12.3) 


Ainsi, la situation est la plus incertaine lorsque At est égale à la 
moitié de V 

Résumons: la mesure de l'incertitude ou du désordre définie par un 
certain groupe complet d'événements incompatibles de probabilités W;, 
est donnée par la fonction de ces probabilités (12.1) appelée entropie 
d'information. 


*) D’après la règle de L’Hospital, on a 

— dinz 7 
lim (sin =lim] —Ÿ = lim 
x—0 x—0 


(1/x) 
To F* 
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CHAPITRE 3 


DISTRIBUTION DE MAXWELL 


$ 13. Répartition des particules dans l’espace en l’absence 
des champs de forces extérieurs 


Si les champs de forces extérieurs sont absents, les particules, par 
exemple les molécules d’un gaz parfait, se répartissent régulièrement 
suivant le volume du récipient. En effet, au $ 2 nous avons exposé 
les considérations qui permettent d’admettre que la probabilité 
pour une molécule de se trouver dans le volume At, partie du réci- 
pient V, est égale à At/V et ne dépend pas de la forme et de la posi- 
tion de ce volume. Le nombre moyen de molécules dans At, leur 
nombre total étant N, se calcule d’après la relation (8.3) 


{n) = N Ax/V 


et s'avère ainsi le même pour des volumes At quelconques égaux 
en grandeur. Autrement dit, la moyenne de la concentration, i.e. 
du nombre de molécules par unité de volume (At — 1) est une cons- 
tante. 

L'égalité des moyennes de la concentration n'entraîne pas encore 
qu’à tout instant les nombres de molécules dans le volume Art et le 
volume équivalent Art’ sont égaux entre eux. Au contraire, le nombre 
réel de molécules n se distingue généralement de (7) et diffère pour 
ces deux volumes qui ne coïncident pas. L'écart du nombre de molé- 
cules par rapport à la moyenne s'appelle fluctuation. On montre sans 
peine que dans la plupart des cas présentant de l'intérêt du point de 
vue pratique, les fluctuations sont très petites et peuvent être négli- 
gées. En voici un exemple. 

Supposons qu'un volume V = 10 cm* contient du gaz parfait à 
nombre total de molécules N = 2,69-10%, ce qui correspond aux 
conditions normales (température 0° C et pression atmosphérique). 
Dégageons en pensée de ce volume une partie At égale à un pour cent 
de V, i.e. At = 0,1 cm°. Le nombre moyen de molécules dans At est 
(nr) = 0,01N = 2,69-10'8, alors que le nombre moyen de molécules 
hors de ce volume N — (n) æ 2,66-10*. Comme nous l'avons mon- 
tré au $ 10, pour des nombres (n) et N — (n) aussi grands, le 
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nombre de molécules r dans le volume At peut être envisagé comme 
une variable aléatoire continue, dont la densité de probabilité est 
déterminée par la distribution de Gauss (10.3). On calcule sans peine 
la probabilité de n'importe quel écart de la moyenne. Calculons, 
par exemple, la probabilité de la présence dans At du nombre de 
molécules différant de la valeur moyenne de plus de 0,01 %. Autre- 
ment dit, intéressons-nous à la probabilité que » sera soit inférieur 
à (nr) (14 — 10-*), soit supérieur à (nr) (1 + 10-*). La probabilité 
correspondante vaut 
tn)(1- 1073) 


W -- 1 9-(n-(m)/2D) gn + 
v2rD 
Lu 
+ | 1 g-(m-en2"2D) qn. 
. 2rD 
(n)(1+1074) 
Si on introduit la notation n — (n) — An, il vient 
—10"#(n) 
p= | —— 16-829 (An)-+ 
V 21D 
0 
= 
+ re = e-An£,(2D)d (An). 
10-36n "7 


La fonction intégrée est paire et les deux intégrales qu’on prend 
dans les limites symétriques sont donc égales l’une à l’autre, de sorte 
que 


œ 


1 
2rxD 


W=? 


10-3çn) 


e-Ant{2D)d (An). 


Il est fréquent que la statistique s'intéresse à des intégrales analogues ; 
il est donc sensé d'envisager de plus près leur calcul. Introduisons d'abord une 


nouvelle variable x — An/ y D et notons 
zo=10"(n)/ VD; 


alors, 
2 Û -x2/2 
W— Va Î e dr. 
xo 
La fonction 
Xo 
2 -x2/2 L 
D (z0) = Va | e_*"*dz (13.1) 
0 


s'appelle intégrale de probabilité ou fonction des erreurs et les tables de ses valeurs 
sont données dans les ouvrages de référence mathématiques. ® (x) détermine 


46 STATISTIQUE CLASSIQUE DES ÊTATS D'ÊQUILIBRE EP. U 


la probabilité pour qu'une variable aléatoire z répartie suivant la loi de Gauss 
s'avère inférieure en valeur absolue à zç. Si zo — , le sens de l'intégrale de 
probabilité rend clair que 


V2r 


Maintenant nous pouvons écrire 


5 © 
D (oo) =— ( e7*#/2 dr —1. 
0 


œo ET 
9 


’ 2. Se 2 20 
W— | e "#2 Jz— Va fes dr = 1— 0 (29). (13.2) 
0 


27 
0 


C'est pourquoi quand les tables de la fonction des erreurs sont disponibles, 
W se calcule sans peine. Si r,< 1 ou, au contraire, x, >> 1, la valeur de l'inté- 
grale de probabilité se détermine même sans les tables. Comme le montre l’an- 
nexe 1, avec r< 1 


2 
D (0) = —— 20 ; 
0 Va 0 (43.3) 
et avec x, > ?, l'intégrale de probabilité est évaluée par la formule 
2 1  —x2/2 
D (zo) = 1— —— — v2. 
(zo TE (13.4) 


Appliquons les résultats obtenus au calcul de la probabilité qui 
nous intéresse. Puisque d'après la formule donnée à la fin du $ 10 
la variance 


il vient 
zo=10"(n)/V D=10"4V {n). 


Avec (n) = 2,69-10'8 ceci donne x, = 1,64-105, de sorte qu'avec 
une précision très élevée on peut appliquer la relation (13.4). A 
l’aide de (13.4) on tire de (13.2) 


1 -x2/2 
W=-r re ü , (13.5) 


i.e. la valeurnumérique de West de l’ordre dee-1:35:10:°— 10-0,58-107°, 


Il est difficile même de s'imaginer comme la probabilité de cet événement 
est petite. A titre d'illustration on peut la comparer à la probabilité pour qu’un 
singe tape à la machine à écrire dans l'ordre requis et sans aucune erreur le texte 
intégral de « Guerre et paix» (exemple d'Emile Borel). Dans une des éditions 
du roman ses trois volumes comptaient 2330 pages. Si on admet que chaque page 
compte 45 lignes, et le nombre de signes dans une ligne, y compris les blancs, 
est de 50, le nombre total de signes dans l’ouvrage est d'environ 5,25-10%. Puis- 
qu'on suppose que le singe tapera sur le clavier au hasard, la probabilité 
de pousser la touche concrète est de 1/50 (le nombre total de touches est de 50). 
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En admettant que tous les signes sont imprimés indépendamment, on obtient 
aisément la probabilité cherchée : 


W = (1/50)5,25-10 — 10-8,8-107, 


ie. elle est de 109,67-10° fois plus grande que celle d'une augmentation négli- 
geable de la concentration des molécules dans le volume At! 


Ainsi, en l'absence de forces extérieures la concentration moyenne 
des particules est la même dans tout le récipient et on peut admettre que 
la concentration réelle est égale à sa valeur moyenne, du fait que, le 
nombre de particules étant très grand, même un écart très faible de la 
moyenne présente une probabilité négligeable. 

Pour justifier cette conclusion, il est très important que le noin- 
bre de particules soit grand. Si on admet, par exemple, que le volu- 
me At — 10-% um = 10- cm°, le nombre moyen de particules 
qu’il contient sera (n) — 2,69-10%, i.e. bien plus petit que dans le 
cas précédent, où (n) — 2,69-108. La valeur de la variance est 
D = (n). La probabilité pour la concentration de s'écarter de sa 
valeur moyenne de plus de 0,01 % est déterminée par l'expression 
(13.1), mais avec une autre valeur du paramètre +4, à savoir 


z9= 10% (n)/V D =140"V {n) =1.64- 1072. 


Puisque x, s'avère bien inférieur à l’unité, en appliquant (13.2) et 
(13.3) on trouve 
TT 


W=i— 20,984, 


i. e. l'événement est pratiquement certain. Toutefois, les écarts de 
la concentration supérieurs à 10 % de la valeur moyenne sont peu 
probables. En effet, dans ce cas 


Cr nn 10-1 V'{n) = 16,4 
et d’après (13.5) 


W = 21-162 4 9.106. 


2 1 
Van 164 
Ainsi, dans de petits volumes contenant un nombre relativement 
petit de particules, les fluctuations relatives peuvent être discer- 
nables. Pour certains phénomènes leur rôle est très important. En 
particulier, les fluctuations de la densité de l’air expliquent la dif- 
fusion de la lumière solaire par l’atmosphère et la couleur bleue du 
ciel. Cette dernière est liée à ce que le rayonnement solaire d’une 
longueur d'onde plus courte (bleue) est diffusé plus intensément que 
le rayonnement rouge dont la longueur d'onde est plus grande. 
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$ 14. Densité de probabilité pour les impulsions des molécules 


Après avoir élucidé la question de la répartition des particules 
(molécules) dans l’espace, nous pouvons nous intéresser aux valeurs 
éventuelles de leur vitesse v ou de leur impulsion p = m,v (m, est 
la masse de la particule). En fait, les gaz possèdent des molécules 
dont l'impulsion a les valeurs les plus différentes et du point de vue 
de la théorie des probabilités il ne faut donc connaître que la proba- 
bilité de telles ou telles valeurs du 
moment. Autrement dit, en statis- 
tique l'impulsion des molécules 
contenues dans un récipient est 
considérée comme une variable 
aléatoire continue et pour la définir 
il faut connaître la densité de pro- 
babilité correspondante que nous 
noterons Up. 

Pour ce qui suit il est commode 
d'introduire la notion de l’espace 
des impulsions. Portons sur les 
axes d’un système de coordonnées 
cartésiennes les composantes de 
l'impulsion d’une molécule (fig. 3.1). 
Si nous nous intéressons à la proba- 
bilité dW pour que les composan- 
tes de l'impulsion d’une molécule déterminée soient comprises res- 
pectivement dans les intervalles 


Px + (px + dpx); Py + (Pu + dPuhs P: + (pz + dpi), 


Fig. 3.1 


ces conditions peuvent être formulées d'une façon suggestive à l’aide 
de l’espace des impulsions. Les contraintes imposées signifient du 
point d vue géométrique que l'extrémité du vecteur impulsion me- 
né de l’origine des coordonnées tombe à l'intérieur de l'élément de 
volume rectangulaire dQ de l’espace des impulsions représenté sur 
la figure 3.1. Puisque les côtés du volume sont respectivement égaux 
à dpr. dp,, dp:, il vient 


La probabilité dW qui nous intéresse peut être mise sous la forme 
dW — x, dQ, où w, est la densité de probabilité de l'impulsion 
qu'il faut trouver. 

Maxwell a été le premier à établir que pour obtenir la forme de 
w, il suffit d'utiliser les hypothèses suivantes : 

a) toutes les directions dans l’espace sont équivalentes et, de ce 
fait, toute direction du mouvement de la particule, i.e. toute direc- 
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tion de l'impulsion a la même probabilité. Cette propriété s'appelle 
parfois propriété d'isotropie de la densité de probabilité w,, ; 

b) les mouvements suivant les trois axes réciproquement perpen- 
diculaires sont indépendants, i.e. la valeur de la composante x de 
l'impulsion ne dépend pas des valeurs de ses composantes p, ou p:. 

La deuxième contrainte est moins évidente que la première et 
elle devient simplement incorrecte si on prend en considération le 
mouvement avec une vitesse proche de la vitesse de la lumière, i.e. 
les effets de la théorie de la relativité. En effet, puisque d’après 
la théorie de la relativité le mouvement avec une vitesse supérieure 
à la vitesse de la lumière est impossible, cela signifie que les com- 
posantes de la vitesse suivant les différents axes sont liées entre 
elles par l'inégalité 


ve + y Hu ce 


Ainsi, par exemple, si v, Æ c, ceci n’est possible que pour v, # 
Æ& v, Æ 0. De la sorte, il faut être prêt à ce que les conclusions obte- 
nues sur la base des hypothèses adoptées ne satisferont pas aux exi- 
gences de la théorie de la relativité. 

Pour s'approcher de la résolution du problème posé, considérons 
la densité de probabilité pour l’une des composantes de l'impulsion, 
par exemple p+. La probabilité dW,+ pour que la composante p> 
se trouve dans l'intervalle px = (p+ + dp.) peut s’écrire sous la 


forme 
dw. = Wpx dPx, (14.2) 


où w», est la densité de probabilité de p.. Puisque d'après la pro- 
priété d’isotropie, la probabilité des valeurs des composantes p+ 
et —p- est la même, la densité de probabilité w,, est une fonction 
paire, i.e. elle dépend du carré de p+: 


Up, = P (P3). (14.3) 

D'après la même propriété d'isotropie les densités de probabilité 
des deux autres composantes s'expriment d'une façon analogue: 
Up, = Puy Wp, = (pi), (14.3) 


où œp est la même fonction. En utilisant l'indépendance des compo- 
santes, il est facile d'exprimer la densité de probabilité w, en fonc- 
tion des densités de probabilité w,,, w,,, w.. En effet, la probabili- 
té pour que l'impulsion p se trouve dans le volume élémentaire de 
l'espace des impulsions dQ@ = dp, dp, dp, est égale à 

dW = w, dQ. (14.4) 
D'autre part, cet événement est équivalent à ce que la composante 
p+ se situe dans l'intervalle p, + (p, + dp.), la composante p,, 
4—01488 
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dans l'intervalle p,, + (p, + dp,) et p., dans p, + (p, + dp). 
L'indépendance de ces événements permet de mettre la probabilité 
(14.4) sous forme du produit: 

Wp dQ = WP, ÀPx Wpy Puy p, ÀPz— P (PE) -P (Pÿ)-P (PE) ÀPx dPy ÀPz- 
Si on tient compte de (14.1), la dernière égalité entraîne 


wp = p(Px)-® (ps) -p (Pi). 

La densité de probabilité w, ne devant pas dépendre de la direction 
de l'impulsion (propriété d’isotropie), elle ne dépend donc que de 
sa valeur, i.e. 

Lp= (pe + Py + Pr) = Ÿ (p?), 
où + est une fonction pour le moment inconnue. La dernière égalité 
et l'égalité précédente conduisent à la relation 

4 (p?) = p (pz)-® (pu) -p (ps). (44.5) 

La condition (14.5) permet de déterminer la forme des fonctions 

inconnues et +}, i.e. calculer les densités de probabilité w, et w, 
A cet effet calculons le logarithme de (14.5): 


Inÿ=ln (pi) + In q (pÿ) + In œ (pi). 
Dérivons maintenant cette identité par rapport à p.: 


LR RE, 
: 2Pz g Ps (14.6) 


où on désigne par l'accent la dérivée de la fonction correspondante 
par rapport à son argument complexe, i.e. 


, di ’ i 
pe, p'G)=<E. 


Après la réduction par 2p.,, on obtient à partir de (14.6) 


PDP) * (44.7) 


D'une façon parfaitement analogue, en dérivant par rapport'à p, 
ou p,, on peut obtenir encore deux relations semblables: 


#'(p2) _ PEN w'(p?) _ P'(P) ie 
D) PU)? VU) — PU) * (#8) 
De (14.7) et (14.7’) il découle que 
D pp) p'(P} 
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Comme le premier rapport ne dépend que de p., le deuxième de 
Py et le troisième de p., cette égalité vérifiée identiquement pour 
tous les p., p,, p- ne peut avoir lieu que dans le cas où ces rapports 
ne dépendent pas en réalité des arguments correspondants, i.e. sont 
des nombres constants. Notons la constante —$ pour obtenir l’équa- 
tion différentielle qui définit la fonction : 


p'lp = —$. 
La solution de cette équation est de la forme 
p (PE) = Ce” Ps, 
où C est la deuxième constante indéfinie. Si on connaît la fonction , 
+ est donné par l'égalité (14.5). | 
Ainsi, les conditions d'isotropie et d'indépendance du mouvement 
suivant les trois axes orthogonaux entraînent que la probabilité dd. 


pour que la composante p. de l'impulsion soit comprise dans l'intervalle 
dp. est définie par la relation 


dW,,= Ce” PP dp, (14.8) 


(d'une façon analogue pour les autres composantes), et la probabilité 
dW pour que l'impulsion se trouve dans le volume dQ, par la relation 


dW = Cie=Pr° dO, (14.9) 


où C et B sont des constantes qui doivent être déterminées à l’aide des 
conditions complémentaires. 


$ 15. Condition de normalisation 


L'une des conditions pour le calcul des constantes C et B découle 
de l'exigence que l'intégrale de la densité de probabilité prise sur 
toutes les valeurs possibles de l'argument (qui a le sens de la proba- 
bilité pour que l'impulsion de la molécule ait l’une des valeurs pos- 
sibles) soit égale à l'unité. Cette restriction porte le nom de condition 
de normalisation et s'écrit de la façon suivante: 


+o +o 
Î W,. dPx = \ Ce” FP* dp, — 1. (15.4) 


La relation de normalisation (15.1) peut êire considérée comme une 
équation dans laquelle la constante C est dét:rminée à l’aide de la 
constante f: 

ee 

© 


c=[ \ els dps |". 145 9) 
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L'équation (15.2) montre, notamment, que la constante B doit 
être positive car autrement l'intégrale de (15.2) devient divergente 
et la constante C s’annule. Le calcul de l'intégrale figurant dans 
(15.2) est donné dans l'annexe 2; son résultat est le suivant: 


C== V Ba. (15.3) 


Ainsi, La constante de normalisation se calcule à l'aide du paramètre 
B en appliquant la relation (15.3). 


$ 16. Liaison du paramètre f de la distribution de Maxwell 
avec la température 


Pour achever la définition de la densité de probabilité des impul- 
sions moléculaires il reste à calculer la valeur du paramètre f. Puis- 
que ce dernier dépend des conditions dans lesquelles se trouve le gaz, 
on ne peut l'obtenir qu’en examinant une situation physique concrè- 
te. Soit, par exemple, un gaz monoatomique parfait. Son énergie 
interne [’ est définie par la relation 

3 M 
U=-S--RT, (16.1) 
où A7 est la masse de gaz, u sa masse molaire, R la constante univer- 
selle (molaire) de gaz et T la température absolue. On établit en 
général par expérience la capacité calorifique à volume constant C; 
qui pour un gaz monoatomique est constante et égale à 


M 3 
Ce TR 


La thermodynamique enseigne (cf. chapitre 5) que la capacité calo- 
rifique est liée à l'énergie interne par la relation 
T 
Uz | CydT, 
0 
qui dans notre cas conduit à la relation (16.1). 

L'énergie interne d’un gaz monoatomique parfait est la valeur 
moyenne de l'énergie cinétique de translation de toutes ses molécules, 
puisque pour ce gaz l'interaction mutuelle des molécules (i.e. leur 
énergie potentielle réciproque) peut être négligée. 

L'énergie cinétique d’une molécule isolée est 

€ — p’/(2mo), (16.2) 


où m, est la masse de la molécule. En utilisant les propriétés des 
moyennes, la valeur moyenne de l'énergie peut s’écrire: 


ce = = Ep + cri + (D). 


2m 
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La propriété d’isotropie entraîne que les moyennes quadratiques de 
toutes les ue ss les 23 de sorte que 


ce) = (ph SE (ph) = (pd. 
La grandeur 
+oo 
(pi= | piCe”PF* dp.. 
Puisque C est défini par la relation (15.3), et l'intégrale par la formu- 
le déduite dans l’annexe 2, pour la grandeur (p£) on obtient 


a TB 4" -3/2 Î 
mD=y Êtip = 


Si la masse M du gaz et sa masse molaire u sont données, le 
nombre de moles est M/u et par suite le nombre total de molécules 


de gaz 
N = (My) N\, 


où V, est le nombre d’Avogadro, i.e. le nombre de molécules dans 
une mole. 

La moyenne de l’énergie d'un gaz est la somme des moyennes de 
l'énergie de toutes ses molécules; donc, l'énergie interne d'un gaz 
Le parfait est 


_Ln3 (9 3 N 1 M 3 1 
NE non eu A0 op: 


En comparant cette relation avec (16.1), on trouve 

B = N,/(2RmT). 
Le rapport de la constante universelle de gaz au nombre d'Avogadro 
est la constante de Boltzmann k; le paramètre B qui figure dans la den- 


sité de probabilité des valeurs des impulsions (14.8) ou (14.9) qui porte 
le nom de densité de probabilité de Maxwell est donc égal à 


B = 1/(2m4T), (16.3) 


i.e. est déterminé par la température absolue. 


$ 17. Densité de probabilité de Maxwell pour les impulsions 


Les résultats des paragraphes précédents entraînent que LeS 
densités de probabilité des impulsions (densités de probabilité de Max 
well) s'expriment par les formules: 


Dp dPa = (LV ZAmQRT ) el" EmËT Gp, ; 
dpy= (LV 2m kT)e Cm QD : (17.1) 


Lpy 
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wp, dp. = (UV ZnmRT) em Gp, ; 
w, dQ = (1/V (2nm ET )s) e-P°/2m0RT) 4. 


Examinons de plus près l’une des composantes de l'impulsion, 
par exemple p.,. En comparant la densité de probabilité de cette 
variable aléatoire avec (10.5), on voit sous peine qu'eile vérifie la 
distribution de Gauss, ou comme il est d'usage de dire, la distribu- 
tion normale. La valeur moyenne de cette composante est nulle et sa 
variance coïncide avec la valeur moyenne de p2: 


= (p?) = mkT. (17.2) 


La figure 3.2 visualise la dépendance de la densité de probabilité 
Wp, Par rapport à ps. Up, étant paire, la courbe correspondante est 
symétrique par rapport à l’axe 
d'ordonnées. La valeur maxi- 
male est obtenue avec p, — 0 
et déterminée par la tempé- 
rature du gaz 


Lhelpx=0 = LV 2nmkT. 
(17.3) 
Pour 


Pe=VRT. (17.4) 


i.e. pour la moyenne quadra- 
tique de la composante x de 
l'impulsion, la densité de probabilité devient We = 1,65 fois plus 
faible par rapport à sa valeur maximale, et avec de grands p. elle 
tend rapidement vers zéro. 

Si la température du gaz monte, la densité de probabilité de ce 
dernier change. En vertu de (17.3) sa valeur maximale baisse et 
d’après (17.4) la pente de la courbe devient moins accusée avec 
l'accroissement de l'impulsion. 

Choisissons sur l’axe d’abscisses un segment dp, petit devant 
V MT ; alors, le long de ce segment la densité de probabilité w,_ ne 


change presque pas. La probabilité pour que la composante x de 
l'impulsion repose dans l'intervalle dp, est définie par l'expression 


dw = wp,. dPx 


et, par suite, elle est matérialisée par l'aire délimitée par l'axe 
d'abscisses de la courbe de distribution et les ordonnées correspon- 
dant au début et à la fin de l'intervalle dp, (double hachure de la 
figure 3.2). 
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Cette interprétation géométrique concerne non seulement un 
intervalle infiniment petit dp,, mais aussi tout intervalle arbitraire. 
Ainsi, la probabilité pour que la composante p, soit plus grande que 
—p,, mais plus petite que +p., est visualisée par l'aire hachurée de 
la figure 3.2. L'aire totale sous la courbe de distribution vaut natu- 
rellement l'unité, puisqu'elle correspond à la probabilité d’un évé- 
nement certain (—oo << p, << +00). 

La connaissance de la densité de probabilité de Maxwell rend 
possible la résolution des problèmes de deux types. . 

Premièrement, on peut calculer les moyennes des différentes fonc- 
tions de l'impulsion de la particule. Ainsi, pour toute puissance 
paire de la composante 
+oo 

| pire” Pñ/meiT) dp.. 


—-œo 


2n) — =  —— 
(Pen) = V27moXxT 


L'intégrale correspondante est calculée dans l'annexe 2; en l’utili- 
sant, on obtient 


PE) = (mokT)".1.3-5 . . . (2n — 1), 
i.e. 
(pr) = moËT; (pl) =38(mkT); (ps) = 15 (mkT). (17.5) 


Pour toute puissance impaire de p, la moyenne est nulle puisque 
pour cette fonction la fréquence des valeurs positives et négatives 
est la même. 

Deuxièmement, on peut obtenir les probabilités de tels ou tels 
événements. Calculons à titre d'exemple la probabilité pour que la 
composante de l'impulsion de la particule dans le sens positif de 
l'axe des x soit plus grande que sa valeur correspondant au mouve- 
ment à la vitesse de 0,1c (c est la vitesse de la lumière). 

Autrement dit, nous nous intéressons à l’aire sous la courbe de la 
distribution de Maxwell depuis le point p, — 0,1m,c jusqu'au point 


D 


repoussé à l'infini, i.e. 


1 p2/(C@mokT 
W — À" 7 PIE m0 ) dps. 
ne 2nmokT 
Si on introduit la variable £ = p,/V m,kT, il vient 
= — D eur 1f4 © (um 
We jet [1 (ES) |; 
0,1moc/V moRT 


et, sous la condition que 
E=0,1m,c/V mkT > 2, (17.6) 
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on peut utiliser la formule (13.4), i.e. 


11 4-2, 
2n to 


W = 


On voit sans peine que l'inégalité (17.6) est vérifiée presque dans 
tous les cas pratiques. Les conditions pour son observation sont 
d'autant moins favorables que la masse des particules est plus petite 
et que leur température est plus élevée. Pour l’hydrogène atomique 
(mo = 1,67-10-%4 g) à la température T — 3 000 K, £, — 6-10 et, 
par conséquent, W —e-219, j.e. c'est une quantité très petite. 

L'explosion d'une bombe atomique peut pousser la température 
des produits de la réaction, et en particulier, des neutrons. à 10 mil- 
lions de degrés. La masse d’un neutron étant m, Æ 1,7-10-% kg, 
le paramètre E, vaut 10°, de sorte que dans ce cas la probabilité 
des vitesses proches de la vitesse de la lumière est aussi très faible. 

Dans la décharge gazeuse il est relativement simple de créer les 
conditions dans lesquelles les électrons du plasma possèdent une 
température très élevée, allant jusqu’à 7 — 20 000 K. La masse 
de l’électron étant m, — 9-10-% kg, pour ce cas E, æ 50, et là 
aussi la probabilité W est très petite. 

Toutes ces évaluations montrent pourquoi le fait que la distribu- 
tion de Maxwell n’inclut pas les effets de la théorie de la relativité 
et admet théoriquement des vitesses supérieures à la vitesse de la 
lumière, est non essentiel du point de vue de la pratique. 

A titre de conclusion notons (ce qui peut être très commode dans 
certains cas) que le calcul de la probabilité d’un événement peut être 
envisagé comme le calcul de la valeur moyenne d’une fonction égale 
à l’unité dans un certain domaine et nulle dans l’espace restant. 
Ilustrons cette affirmation par un exemple qui permettra également 
d'élucider la liaison entre les densités de probabilité w,, et w,. 


Supposons que nous nous intéressons à la probabilité pour qu'une 
particule se déplace dans le sens positif de l’axe des x en négligeant 
son déplacement suivant les axes des y et des z. La probabilité 
cherchée se confond avec la probabilité de la valeur positive de la 
composante x de l’impulsion et pour la calculer on peut trouver la 
moyenne de la fonction égale à l’unité pour p, > 0 et nulle pour 
Px < 0: 


1 pour p,>0, 
P(Pa)= O0 pour p;<0. 
La fonction œ (p.) permet d'écrire pour la probabilité 
+00 oo 
= : = À 1 ,-P3/2mRT) ee D 
= | P (Px) Lpe dPe = | Va dPe= +. 


00 0 
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Ce même problème peut également être résolu sans peine en: 
partant de la densité de probabilité w,. Ecrivons l'intégrale de w, 
dans l’espace des impulsions: 


W = Îo (p:) w, do = 


+ + +00 


Cette intégrale peut être représentée sous forme d’un produit de- 
trois intégrales : 


+ + 
W = \ eg” EmaT) __py Î e7P3/(2mRT) dp; s 
a V'2nm KT (ae V2nmoT 
+x 
—pi/(@mkT)  P(Px 
X [ ESS ———©—— dp,. 
y Von kr Px 


Puisque par condition de normalisation les deux premières intégrales. 
sont égales à l'unité, on obtient évidemment le même résultat qu'en 
utilisant la densité de probabilité w,.. Il est clair qu'il en sera tou- 


jours ainsi lorsqu'on cherche la moyenne de la fonction ne dépendant. 
que de la composante p.. Mais s’il faut calculer la moyenne de la 
fonction dépendant des trois composantes p,, p,, p.. il faut utiliser 
la densité de probabilité w,. 


$ 18. Distribution en vitesses 


Dans les applications pratiques il faut souvent calculer la pro- 
babilité de telles ou telles valeurs de la vitesse des particules ou la 
valeur moyenne d’une grandeur quelconque dépendant de la vitesse. 
Ces problèmes peuvent être résolus à l’aide de la densité de probabi- 
lité de Maxwell pour les impulsions, si au préalable on recalcule les 
vitesses en les impulsions comme dans le paragraphe précédent, où 
en fait on voulait savoir la probabilité pour une particule d'avoir 
une vitesse supérieure à O,1c. 

Il est toutefois commode de connaître également la densité de 
probabilité de Maxwell pour la vitesse, pour ne pas recourir au cal- 
cul préalable. Notons w,, la densité de probabilité pour la compo- 
sante x de la vitesse v.,; la probabilité pour que v. soit compris dans 
l'intervalle du, est alors définie par la formule 


dW = w,, dus. 


Cette même probabilité peut être exprimée à l'aide de la densité 


de probabilité de la composante x de l'impulsion, à condition que 
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l'intervalle dp, corresponde à dv;: 
dW = w», dpz. 


Etant donné que l'impulsion et la vitesse sont liées par la relation 
Px = Movs. il est clair que la correspondance a lieu si dp, — m, dv. 
En portant dans la densité de probabilité w,_ la valeur de p. expri- 
mée en fonction de la vitesse, on trouve 


dW = w, dy = Wps (Mox) Mo dx= Ed e-mra/CRD Qu. 


Ainsi, la probabilité pour que la composante x de la vitesse v., 
soit comprise dans l'intervalle. des valeurs de v, à v, + dv,, est définie 
par la forme suivante de la distribution de Maxwell : 


dW = uw, dv, = VE eme E/CAD Qu. (18.1) 


Des expressions analogues ont également lieu pour les autres composan- 
tes: 


_ mo —mor?/(2kT) 
Ur, du, = TT e ° ÿ dv,, 8 1) 
uw, due, J/ 2e em RERD Qu, 


Les valeurs des composantes de la vitesse le long des différents axes 
étant indépendantes, la densité de probabilité pour un vecteur aléatoire 
de la vitesse est fournie par le produit des densités de probabilité mention- 
nées: $ 


uw, dv, dv, du,= (7e) le-mat/CkD dv, dv, du (18.2) 


Portons notre attention sur le fait que la densité de probabilité 
w,, ne s'obtient pas en remplaçant p, par mçv, dans la densité de 
probabilité de la composante z de l'impulsion; il faut encore utiliser 
un facteur m, supplémentaire relatif au passage de dp, à dv.. En 
passant aux nouvelles variables il faut toujours transformer la 
probabilité dW et non pas la densité de probabilité prise séparément. 


$ 19. Distribution en module de l'impulsion et en énergie 


Dans certains cas il est plus commode d’avoir affaire à l'impul- 
sion donnée non par ses projections sur les axes orthogonaux de l’espa- 
ce des impulsions, mais par son module et les angles 6 et @ qui 
déterminent sa direction (fig. 3.3). Ceci correspond au passage au 
système de coordonnées sphérique, où un vecteur est déterminé par 
sa longueur, l’angle 6 qu'il fait avec l’axe des p, dont la direction 
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coïncide avec celle de l’axe des z dans l’espace ordinaire, et par 
l’angle œ entre la projection du vecteur p sur le plan p,0p, et l’axe 
des p.,. En coordonnées sphériques (fig. 3.3) le volume élémentaire 
s'écrit 

dQ = dp-p d8-p sin 6 d = p° sin 6 dp d8 dy. (19.1) 


La probabilité pour que le vecteur impulsion se termine en dQ 
est définie par le produit de la densité de probabilité w transformée 


Fig. 3.3 Fig. 3.4 


pour les nouvelles coordonnées par l'élément de volume transformé 
(19.1) : 


aw e-P"/2mkT)p2 sin 6 dp d0 dp. (19.2) 


— (nmokT 

Supposons que nous nous intéressons à la probabilité dW pour 
que le module de l'impulsion d’une particule soit compris dans 
l'intervalle de p à p + dp, sans nous intéresser à la direction de 
cette impulsion. En notant w, la densité de probabilité du module 
de l'impulsion, on obtient par définition 


dW = w, dp. 


Comme, d'autre part, cette probabilité est égale à la probabilité 
pour que l'impulsion de la particule se trouve à l’intérieur d’une 
<ouche sphérique de rayon p et d’épaisseur dp (fig. 3.4), dW est la 
somme de w, dQ sur tous les éléments de volume dQ@ composant la 
couche sphérique. La couche étant infiniment mince, le module de 
l'impulsion est le même en tous les points et, donc, la densité de 
probabilité w, est constante. Alors, la probabilité dW est égale au 
produit de la densité de probabilité w, par le volume de la couche 
sphérique 4rp° dp, de façon que 


7 RP pt2mokT) 
di — BETA TUE sk) dp. 
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Ainsi, la densité de probabilité des valeurs du module de l'impulsion 
w, se calcule d'après la relation 


4 2/(2m 
23 Pa © "EMA dp. (49.3) 


La formule (19.3) s'obtient également sans peine par des moyens 
formels. Ecrivons l'intégrale 


aw= | y dQ, 


où l'intégration est étendue à une couche sphérique d'épaisseur dp. 
En utilisant (19.2), on obtient 


p+dp a 2% i 
dW — | dp | d8 Î Pre 27/0 p?sin 6, 
P 0 0 


ou 
2x EL p+dp . 
dw = \ dy [sin 6 d8 Î RE 972 mn dp. 
Mo 
0 0 P 


La première intégrale est égale à 2x1, et la deuxième à +2. Cette 
dernière, lorsque la limite supérieure est infiniment proche de la 
limite inférieure, est égale au produit de la fonction intégrée par dp. 
Nous aboutissons de nouveau à (19.3). 

De la distribution en module de l'impulsion (19.3) on peut passer 
à la distribution en énergie. Une particule d'un gaz parfait ne possède 
qu'une énergie cinétique égale à e = p°/(2m,). 

En exprimant dans (19.3) l'impulsion en fonction de l'énergie, 
on obtient 


dW=w,dp=uwde=—— e-""T) Ve de, 


2 
Var TT UE 
où l'on tient compte de ce que, comme p = V2m,€, on a 
__e/ Mo de 
PSV er 
Ainsi la probabilité pour que l'énergie d'une particule soit comprise 
dans l'intervalle des valeurs d2 & à € + de est définie par la relation 


Ve 
w, de = 2 VE 6-87 de. 19.4 
RE TENTE d 4) 
Considérons de plus près la densité de probabilité pour le module 
de l'impulsion. Ce dernier étant une grandeur positive, w, a seule- 
ment un sens pour des valeurs positives de l'argument. La courbe de 
cette fonction est représentée sur la figure 3.5. Pour p = 0 on obtient 
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wh = 0, et pour de petites valeurs de p, lorsque l’exponentielle vaut 
pratiquement l'unité, la densité de probabilité est proportionnelle 
au carré de l’impulsion, de sorte que la partie initiale de la courbe 
est une parabole. Avec de grandes valeurs de l'impulsion (p > 


> V'2mkT), le facteur exponentiel fait que w, décroît rapidement. 
On trouve aisément la valeur de l'impulsion pour laquelle on obtient 
le maximum. En dérivant la densité de probabilité par rapport à p 
et en annulant la dérivée, on obtient l'équation qui détermine la 
valeur {a plus probable de l'impulsion : 


dup = sr | 2 p/@mRT) 2 LP  =p2/2mRT) | 
D Genie | 2pe-P/ Em Fran A On ]=0. 


D'où la valeur la plus probable de l'impulsion 


Pr =V 2mT. (19.5) 
Pour la densité de probabilité on obtient au maximum 


uw, (p )= mA _ 0,59 
PP rep Vmil? 


i.e. la valeur maximale de la densité de probabilité est inversement 
proportionnelle à la racine carrée de la température. Si on porte le 
gaz à une température 7’ plus 
élevée, la densité de probabilité 
change (courbe en pointillé de la 
figure 3.5). Le maximum se déplace 
à droite et devient plus bas alors 
qu'avec l'accroissement de l'im- 
pulsion la pente de la courbe 
devient moins accusée. 

La densité de probabilité (19.3) 
permet de calculer la moyenne 
des fonctions de l'impulsion. Cher- Fig. 3.5 
chons, par exemple, la moyenne 
du module de l'impulsion. D’après la règle générale, on a 


0 


(19.6) 


(p}= f pwp dp=— 
0 


anps : 
DE PM) dp. 


LOL 8 


Si on introduit une nouvelle variable d'intégration z = p*/(2m,kT), 
il vient 


(p= = V ImAT | re “ur. 
4 


O3 
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Puisque l'intégrale sur x est égale à l’unité *), on obtient finalement 


(p}=V 8m AT In, (19.7) 
ou pour la valeur moyenne de la vitesse 
(v) = V 84T (am). (19.8) 
Pour la moyenne du carré de l'impulsion il convient d'écrire 
”: ap? _pr/(2me 
= | pe pans em dp. 


0 
Si cette intégrale est mise sous la forme 


an t = 9 
PDT | Pre P Emi dp, 
0 


en la comparant à la formule de l'annexe 2 et en retenant que la 
fonction intégrée est paire, de façon que l'intégrale de O0 à o est 
égale à la moitié de l'intégrale de —o à Ho, on peut écrire 


(p°) = Te + Va Cm AT)S3 = 3m XT. (19.9) 


Ce résultat peut s'obtenir d’une façon plus simple. Etant donné 

que 

{p®) = (pz) + (pÿ) + (pà), 
en utilisant la relation (17.2) d'après laquelle (p5) = m,kT et des 
relations analogues pour (p;}) et (p£}), on aboutit immédiatement 
à (19.9). 

En comparant (19.5), (19.7) et (19.9) on voit qu'il peut s'agir 
de trois valeurs moyennes caractéristiques de l’impulsion et des 
valeurs correspondantes de la vitesse : 

la plus probable 


Prr=V2mT AV ml, vor © 1,41 V AT Im; 
moyenne 


Pn=(p= y FT 2159 MAT, va=@) 1,59 V FT/Mp 
et quadratique moyenne 
Pa=V(P}=V im AT 1,73 V mkT, va 1,13V kT/mo. 


*) Î ze * dr = s (ex) sx Æ Î e% dz =0+ 


œ 


+(—er) | =1 


0 
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Il est commode d'utiliser la densité de probabilité pour le module- 
de l'impulsion pour résoudre l’un des problèmes très fréquents: 
calculer la probabilité pour que l'impulsion de la particule dépasse- 
Po ou, autrement dit, que l'énergie dépasse €, où eo = p/(2m)). 

Ainsi, pour assurer la réaction de fusion nucléaire qui consiste- 
en ce que deux noyaux des atomes d'hydrogène lourd fusionnent 
pour former un noyau de l’atome d’hélium, les atomes d’hydrogène- 
doivent avoir une énergie assez grande. En effet, la fusion n'est 
possible que s'ils se rapprochent à une distance de l’ordre de la 
dimension du noyau d’hélium, i.e. à une distance de l’ordre de: 
10-12 m. Lorsqu'on tient compte de ce qu’on appelle effet tunnel, un 
rapprochement de 10-° m suffit. À cause des forces de répulsion 
coulombiennes ce rapprochement n'est possible que pour des noyaux 
possédant une énergie cinétique assez grande. L'énergie potentielle- 
de deux noyaux étant 


Epot — €*/(47E0r), 


où e est la charge du noyau d'un atome d'hydrogène (une charge- 
positive égale en valeur absolue à la charge d'un électron), et r —- 
- 107® m la distance de rapprochement maximal, l'énergie ciné- 
tique initiale qui devient potentielle lors du rapprochement, ne- 
doit pas être inférieure à 2-10-15 J. Si on établit la probabilité pour 
l'énergie de la particule de dépasser cette valeur, on peut alors éva- 
luer l'intensité avec laquelle évolue la réaction de fusion à une tem- 
pérature donnée du plasma hydrogénique (cf. en fin du chapitre le- 
problème 1). 

Un autre exemple peut être fourni par la décharge dans le gaz. 
Pour avoir un plasma stable ses électrons doivent avoir une énergie- 
suffisante pour ioniser les atomes neutres et les transformer en ions. 
et nouveaux électrons libres. C’est ce qui compense la perte d’élec- 
trons par recombinaison. Si l'énergie d’ionisation est €;, on se demande 
alors quelle sera la probabilité pour qu'un électron possède une 
énergie supérieure à €; (cf. problème 2) ou une impulsion supérieure 
à Po = V 2Mmoei. 

La probabilité d’un événement correspondant est déterminée par- 
l'intégrale 


nt = À TPE e-pr/Emet 
W= |, dp = | Game 7 PER dp. 
Pa Po 
Si on introduit la variable x = p/V 2m,kT, il vient 
[RE | aie dr = — —— \ æd (e-*). 


L14 . É14 . 
Pol VEm ET Pe/ V2mRT 
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En intégrant par parties, on obtient 


8 
8 


) 2 x — 2 xt 
ans zd (e x) = vx + 
Pol V 2moRT Po/ V 2mRT 
2 î x? = _2 Po —P3/(2m0kT) 
F7 | re Va V2mkT k hu 
Pol V 2mMkT 
LL P 
+[1-0 + ], (49.10) 


où ® est la fonction des erreurs définie par la relation (13.1). Si 
l'argument de la fonction des erreurs est de beaucoup supérieur à 
l'unité (3 ou plus), d’après (13.4) on ne peut retenir que le premier 
terme, i.e. 


$ 20. Fonction de distribution 


En connaissant la densité de probabilité de Maxwell on peut 
<alculer le nombre moyen de particules possédant des valeurs déter- 
minées de l'impulsion, de la vitesse ou de l'énergie. Soit, par exem- 
ple, un élément de volume dt dégagé dans le récipient, et nous voulons 
connaître le nombre moyen de molécules à impulsions observées 
dans l'élément de volume de l'espace des impulsions dQ. Si la con- 
centration des molécules est nr, leur nombre moyen dans le volume 
dt est » dt. Puisque la probabilité pour que l'impulsion d'une molé- 
cule appartienne à dQ est égale à w, dQ, le nombre moyen de molé- 
cules du volume dr, ayant une impulsion de valeur donnée s'obtient 
en multipliant leur nombre par la probabilité correspondante, i.e. 


dN = ndtr-w, dQ. (20.1) 


En statistique il est d'usage de nommer fonction de distribution 
une fonction f telle que, étant multipliée par l'élément de volume dt 
de l'espace ordinaire (dt = dx dy d:) et par l'élément de volume dQ 
dans l’espace des impulsions (dQ = dp, dp, dp.), elle donne le nombre 
moyen de particules se trouvant dans dt et possédant une impulsion 
appartenant à dQ, ie. 


d\ = j dr dQ. (20.2) 


En comparant (20.1) et (20.2) on voit que pour un gaz parfait 
contenu dans le récipient, et en l'absence de champs de forces exté- 
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rieurs, la fonction de distribution est égale au produit de la con- 
centration par la densité de probabilité des valeurs de l’impulsion: 
f = nw,. Ainsi, dans le cas de la distribution maxwellienne 


dN = f dt dQ = TROT e-P#/{2mkT) dt dQ. (20.3) 


$ 21. Flux de particules. Emission thermoélectronique 


Pour résoudre certains problèmes théoriques et pratiques, il 
importe de savoir calculer la densité de flux des particules. Expliquons 
le sens de cette grandeur. Considérons un récipient contenant un gaz 
parfait; dans sa paroi latérale est pratiqué un petit orifice d’aire ds 
(fig. 3.6) qui laisse passer le gaz. On appelle flux d/ le nombre de 


Fig. 3.6 Fig. 3.7 


particules qui traversent cette aire, i.e. qui s’échappent du réci- 
pient, par unité de temps. Par densité de flux j on entend le rapport 
du flux à l'aire, ou le flux par aire unitaire: j — dJ/ds. 

Certes, il n’est pas obligatoire d'envisager l'écoulement du gaz 
à partir du récipient. La valeur du flux peut être rapportée à une 
aire élémentaire ds choisie en pensée à l’intérieur du récipient. La 
figure 3.6 montre une telle aire et le vecteur n° de longueur unitaire 
matérialise la direction de la normale à cette aire. En parlant du 
vecteur d'une aire élémentaire ds on entend ordinairement que son 
module est égal à ds, alors que sa direction coïncide avec la normale 
à cette aire. 

Supposons d’abord qu’au lieu d’un mouvement désordonné les 
particules du gaz parfait sont animées d’un mouvement ordonné à 
la vitesse v (avec l'impulsion p = m,v). Choisissons une aire élé- 
mentaire perpendiculaire à la direction du mouvement des particules 
(fig. 3.7, a) de façon que le vecteur ds soit parallèle à v, et calculons 
le flux dJ. La voie parcourue par les particules pendant un temps dt 
est d? = vdt. Donc, si on construit un cylindre droit reposant sur 
ene base ds et ayant une hauteur d/, pendant le temps df toutes les 
uarticules qu’il contient traverseront la base. Si nr est la concentra- 
101488 
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tion des particules dans un cylindre infiniment petit dont le volume 
est égal à 

dt = ds-di = ds-v- dt, 
durant le temps dt la base laisse passer ndt — nudsdt particules. 
On en tire par définition du flux que 


dJ — nr = nv ds, (21.1) 
et pour la densité de flux 
j= 2 2 nv. (21.2) 


ds 


Voyons comment changeront les formules (21.1) et (21.2) si la 
normale à l'aire ne coïncide pas avec la direction du mouvement 
des particules. La figure 3.7, b montre l'aire ds dont la normale fait 
un angle & avec la direction de la vitesse v. Comme le montre la 
figure 3.7, b, la projection de l’aire sur le plan perpendiculaire à la 
direction du mouvement est égale à ds, = ds cos &. 

Le nombre de particules qui traversent ds et ds, dans un intervalle 
de temps df est le même; aussi, en utilisant le résultat obtenu peut- 
on écrire pour le flux dJ passant par ds: 


dJ — nvds, = nv cos a ds. (21.3) 


Sous une forme vectorielle cette équation s'écrit de la facon sui- 


vante: 
dJ = nv ds, (21.4) 


qui tient compte du fait que le produit scalaire des vecteurs v et ds 
est égal à vds = vds cos &. Introduisons maintenant la notion de 
vecteur densité de flux en tant que vecteur dont le module est égal à 
la densité de flux des particules et dont la direction coïncide avec la 
direction de leur mouvement, i.e. 


j= nv. (21.5) 


Alors, la relation (21.4) devient 
dJ = j ds. (21.6) 
La formule (21.3) découlant directement de (21.5) et (21.6) 
dJ = j ds = nv ds = nv cos à ds 


peut être interprétée autrement que dans ce qui précède. Si on dé- 
signe par ÿ, la projection du flux sur la direction de la normale à 
l'aire ds, alors, étant donné que ÿ, = j cos « = nv cos a, on obtient 


dJ = jÿ, ds = nv cos a ds = nv, ds, 
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où v, est la projection de la vitesse du mouvement des particules 
sur la normale à ds. La grandeur j, s'appelle composante normale du 
flux à l'aire ds. 

Passons maintenant au cas d’un gaz parfait qui comporte des 
particules se déplaçant dans toutes les directions possibles. Si on 
introduit la notion de densité de flux élémentaire dj la définition 
de la densité de flux peut être ramenée à ce qui vient d’être dit. 
Considérons les particules du gaz dont l’impulsion appartient à 
l'élément de l’espace des impulsions dQ, i.e. les particules dont 
l'impulsion (la vitesse) est pratiquement la même. Le nombre de 
ces particules dans l’unité de volume s'exprime à l’aide de la fonction 
de distribution de la façon suivante: 


dW = f dQ = nw, dQ. 
Alors, d’après (21.5) la densité de leur flux est définie par la relation 
dj = (rw, dQ) v = (p/m:) rw, dQ. (21.7) 


Ainsi, on appelle densité de flux élémentaire dj des particules 
d'impulsion p, le vecteur dont la direction coïncide avec p, et la valeur 
est égale au nombre de particules ayant une impulsion appartenant à dQ 
et traversant par unité de temps l'aire unitaire perpendiculaire à la 
direction de leur mouvement, i.e. le vecteur défini par la formule (21.7). 

Dans le cas où la distribution en impulsions est maxwellienne, 
la densité de flux élémentaire a pour expression 


y — 5 p/(2mk 
= Ganerpe 07/0 de. (21.8) 
Le flux de particules ayant une impulsion appartenant à dQ 
passant par une aire arbitraire ds, est d'après (21.6) 


de nw, dQ Cr nw, dQ 
My mo 
où Pr est la composante de l’impulsion normale à l'aire. 

La relation (21.8) permet de calculer la densité de flux des parti- 
cules dans différents cas concrets. Considérons, par exemple, le gaz 
électronique dans un semiconducteur. En première approximation 
on peut ne pas tenir compte de l’interaction des électrons entre eux 
et les envisager comme un gaz parfait qui à l’état d'équilibre obéit à 
la distribution de Maxwell. Il est évident que la densité de flux 
résultante est égale à la somme des densités de flux élémentaires 
(21.8) pour toutes les valeurs possibles de l’impulsion, i.e. 


Pr ds, 


j= Ï dj = ( nu E- dO, (21.9) 


s 


où l'intégrale est étendue à l’espace des impulsions tout entier. 
5e 
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Choisissons une aire arbitraire et orientons l’axe des z du système 
de coordonnées cartésien perpendiculairement à cette aire. Supposons 
que sa surface est unitaire ; alors, la composante z de la densité de 
flux est numériquement égale au nombre de particules traversant 
l’aire par unité de temps. Si le gaz électronique est en équilibre de 
sorte que la distribution en impulsions est maxwellienne, il vient 


+00 +00 +00 
| Î ! re BR re 07 PUCGmRT) dp, dp, dPze 31179 


— 00 —00 — 00 


Nous voyons que le résultat s’annule, puisque la fonction intégrée 
est impaire en p., i.e. le nombre de particules à impulsion donnée 
qui traversent l'aire de gauche à droite est égal au nombre de particu- 
les qui la traversent de droite à gauche. 

Nous obtiendrons un autre résultat en considérant un flux des 
électrons qui ne traversent l'aire que de gauche à droite, i.e. pour 
lesquels la composante z de l’impulsion est positive. Maintenant on 
procède à l’intégration seulement sur les valeurs positives de p; 
et sur toutes les valeurs (positives et négatives) de p. et py. En 
mettant Lars de la densité de flux sous la forme 


+æ +oo 


je = ai dp. f dpy Î dp, RÉ e”PE+P5+PE/(2mRT) 
+00 +00 


— PE/(2mRT) 1 : 
0 dPz | CamkTITe X 
0 


LR Î be: 
mo J CrmkT)03 


oo 
—p2/(2mkT) P: —P2/(2mkT) 
x ei aps | CamokT} As dps 
0 
et en retenant que, selon la condition de normalisation, les intégra- 
les sur p, et sur p. sont égales à l'unité, on peut écrire 
; LA ps = P2(2mRT) 
1 Mo | (2rmkT)1/3 “hi dpz. 
0 


Le calcul de la dernière intégrale devient bien simple si on pro- 
cède au changement de variable y = p?/(2m,kT). En effet, 


nm VimT ( evay= "y À. (21.10) 
2 Ô À 0 


Rappelons-nous que d’après (19.8) la racine est une vitesse moyenne 
du mouvement des électrons, de sorte qu’en définitive 


Îz = RUm/4. (21.11) 
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Notons que si on ne concrétise pas la valeur de la vitesse moyenne, 
la formule (21.11) ne découle que de la propriété d’isotropie de la 
fonction de distribution. En effet, on peut écrire 


= (p cos 0)*, 


où 6 est l’angle entre la direction de l’impulsion et l’axe des z, et 
le signe « plus » signifie que la valeur de la fonction entre les che- 
vrons est égale à p. pour p. positifs, et à zéro pour p- négatifs. 
Dans le cas où la fonction de distribution est isotrope, lorsque toutes 
les directions sont équiprobables indépendamment de la valeur du 
module de l'impulsion, on a 


(p cos 8)* = (p) (cos 8)*, 


i.e. la moyenne est égale au produit de la valeur moyenne du module 
de l’impulsion par la valeur moyenne de la fonction qui est égale 
à cos 6, lorsque le cosinus est positif, et à zéro lorsqu’il est négatif. 
Comme l'angle solide total vaut 4x et 


2x 1/2 1/2 
Î dy ( cos 6 sin 6 d8 = —2n f cos 6d (cos 8) — x, 
Û 0 0 
on a (cos 0)* = x/(4x) = 1/4 et, donc, 
; =" {P) _ 7m 
Jz2—= M 4 == 4 e 


Si la distribution est maxwellienne, on a la formule (19.8) pour v, 
et on retrouve la formule (21.10). 

Examinons maintenant le phénomène de l'émission thermoélec- 
tronique qui consiste en ce que les électrons s’échappent du métal 
(ou du semiconducteur dans le cas de cathodes spéciales) chauffé à 
une température élevée. L’explication qualitative de cet effet est 
la suivante: un métal ou un semiconducteur possède toujours un 
certain nombre d'électrons dont l’énergie cinétique est si grande 
qu’ils sont capables de surmonter les forces les retenant à l’intérieur 
de la cathode. La caractéristique principale de la cathode déterminant 
l'émission thermoélectronique est la grandeur qui s’appelle travail 
d'extraction électronique. Ce dernier est égal au travail qu'il faut 
réaliser pour extraire un électron de la cathode. Sans nous attarder 
à décrire ce qui détermine le travail d'extraction À, admettons qu'il 
est connu de l'expérience. 

Supposons que l'axe des z est perpendiculaire à la surface plane 
de la cathode. Pour qu’un électron s'en échappe, le seul mouvement 
qui importe est celui dans le sens de l’axe des z. Il s'ensuit que la 
cathode ne sera quittée que par les électrons dont l’énergie cinétique 
du mouvement suivant l'axe des 2, i.e. p?/(2m,), est supérieure au 
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travail d'extraction À. Ainsi, par l'aire ds de la surface cathodique 
sortiront seulement les électrons qui se déplacent vers la surface 
(direction positive de l’axe des z) et pour lesquels la composante p: 
de l’impulsion est supérieure à 


Pr = V 2mç4. (21.12) 


Le flux de ces électrons s'obtient en intégrant sur les valeurs 
positives de l’impulsion de p,9 à oc, i.e. 


= Le —P3/(2mkT) _P 
dJ = ds | Can Te e 2 me dPze 
Pz 


En procédant au même changement de variable que dans le cas 
précédent on aboutit au résultat suivant: 


RER œ 
ne 8kT 0 du = de mn = P20/(2m0RT) 
dJ = ds — ne e dy= ds e”?z À 
PSo/(2moRT) 
Pour la densité de flux des électrons émis par la cathode, i.e. 
pour le flux traversant une unité de surface, on obtient, compte tenu 
de (21.12), 


je =“ e-AIUN, (21.13) 
La formule (21.11) déduite pour la densité de flux des électrons qui 
ne s’échappent pas de la cathode, est un cas particulier de la formu- 
le (21.13) avec À = 0. 

La liaison entre la densité de flux électronique et la densité de 
courant électrique est bien simple. En effet, chaque électron possède 
une charge —e et donc, lorsque l’aire unitaire est traversée par unité 
de temps par j électrons, cela signifie qu’elle est traversée par la 
charge —ej; par suite, le courant passant par une aire unitaire (i.e. 
la densité de courant) est défini par la relation 


Le F _ —éj. 
La densité de courant doit être considérée comme un vecteur qui, 
pour les électrons possédant une charge négative, est dirigé dans le 
sens contraire à leur mouvement, i.e. contre le sens de la densité 
de flux: 

i = —ej. (21.14) 


De (21.14) et (21.13) découle l'expression pour la densité de 
courant de l'émission thermoélectronique 


i,= —<72.e-A/UN, (21.15) 
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Cette dernière équation montrant la dépendance du courant d’émis- 
sion thermoélectronique avec les propriétés de la cathode (7 est la 
concentration des électrons, À letravail d’extraction) et la tempéra- 
ture à laquelle elle est chauffée porte le nom de formule de Richardson 
{v, est définie par la formule (21.10)]. Grosso modo elle décrit bien 
le phénomène, mais rigoureusement parlant, elle n’est pas tout à fait 
exacte, puisqu'elle ne tient pas compte de façon détaillée des pro- 
priétés physiques de la cathode. Dans le cas des métaux, les écarts 
sont dus surtout au fait que leurs électrons n’obéissent pas à la 
distribution maxwellienne en impulsions, mais à une autre distribu- 
tion décrite au chapitre 10. D'ailleurs, l’intérêt des écarts mention- 
nés est secondaire, de fait que l’élément principal est le facteur 
exponentiel qui décrit une variation rapide du courant d'émission 
thermoélectronique en fonction de la température. 

-Pour la vérification expérimentale de la formule de Richardson 
il faut tenir compte que le travail d'extraction dépend non seulement 
du matériau de la cathode, mais aussi de l'état de sa surface. La 
montée de la température peut changer le travail d'extraction, et 
si un tel effet a lieu, il rend plus difficile la comparaison des-données 
expérimentales avec la formule (21.15). 


$ 22. Vérification expérimentale de la distribution de Maxwell 


Cette vérification a été entreprise par de nombreux chercheurs. 
Le plus souvent on se réfère à l'expérience de Stern (1920). Son 
installation est schématisée par la figure 3.8 (vue d’en haut). Tout le 
dispositif est placé dans un volume 
pompé. Au centre se trouve un fil de 
platine recouvert d’une couche d'argent. 
Le fil est chauffé par le courant électri- 
que jusqu'à la température d'évapora- 
tion de l’argent, qui est maintenue par 
la suite rigoureusement constante. Une 
partie d'atomes évaporés passent par 
une fente pratiquée dans le premier 
cylindre qui entoure le fil, pour se diri- 
ger vers le deuxième cylindre. Si les 
cylindres sont fixes, tous les atomes qui 
ont traversé la fente se déposent sur le 
deuxième cylindre refroidi en reproduisant 
fidèlement les contours de la fente. Or, dans l'expérience, les deux 
cylindres sont animés d'une rotation. Il en résulte que lorsque l'atome 
d'argent se déplace de la fente vers le cylindre extérieur, ce dernier 
se tourne de façon que l'atome se dépose en un point x qui ne se 
trouve pas directement vis-à-vis de la fente. La coordonnée x dépend 
de la durée du vol, i.e. de la vitesse de l'atome d'argent. Si on dé- 


‘ 


Fig. 3.8 
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signe par p l'impulsion de l’atome, par d la distance entre les cylin- 
dres intérieur et extérieur, par m, la masse del’atome, le temps du vol 
est At = dmo/p. Pendant ce temps le cylindre extérieur tourne d’un 
angle Ap — œAt, où w est la vitesse angulaire des cylindres. La 
coordonnée x est liée à l’angle de rotation A et au rayon du cylindre 
extérieur À. Si elle est comptée à partir du point qui se trouve en 
face de la fente, on a z — RAg. Ainsi, un atome d'argent à impul- 
sion p tombe au point de coordonnée x, où 


z = RAp = RoAt = Ro dmo/p. (22.1) 

Si les atomes qui s'évaporent obéissent à la distribution de Max- 
well, le flux d’atomes passant par la fente et dont l'impulsion se 
situe dans l'intervalle de p à p + dp, est défini par la formule 


J=C Te-P/EmAT dp, (22.2) 


p? 
(2rmokT)/ 
qui se déduit de (21.8), si on tient compte de la symétrie cylindrique 
du problème; € est une constante qui dépend des paramètres du 
dispositif (diamètre du fil, dimensions de la fente, distance entre 
le fil et la fente, etc.). En utilisant (22.1) pour passer des valeurs de 
l'impulsion p à la coordonnée x, on obtient à partir de (22.2) l’ex- 
pression suivante de la vitesse avec laquelle les atomes d’argent se 
déposent dans l'intervalle dz: 


av 1 R 3 7e à 
FMC (FE) e-(Rüdme/s/(2kTmo LE (22.3) 


La formule (22.3) définit la distribution des atomes d’argent 
déposés sur le cylindre extérieur, si la largeur de la fente À est très 
petite, et notamment on doit avoir 


(Rodmo)? _ 
A3<& ET, — = Ô?. 


En effet, le paramètre 6 ayant la dimension de la longueur, détermine 
la forme de la courbe de distribution et, en particulier, on peut 
montrer que cette courbe atteint le maximum pour x = 6/4. Si on 
admet pour l'estimation que R = 12 cm, d = 8 cm, le nombre de 
tours par seconde est de 400 et la température est de l’ordre de 
1000 K, on obtient que ô Æ 6,6 mm. 

Dans les limites de précision de l'expérience, ses résultats s'ac- 
cordaient avec la distribution (22.3), i.e. confirmaient la distribu- 
tion de Maxwell. L'expérience a été reprise par d’autres chercheurs 
en versions différentes, proches en principe de l'expérience de Stern, 
mais avec l’utilisation d’autres atomes, et en particulier du bismuth. 

Un autre exemple confirmant la distribution de Maxwell est 
fourni par les sondages dans le plasma d'une décharge gazeuse. Le 
plasma est un gaz où une partie d’atomes est ionisée, de façon qu'avec 
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les atomes (ou molécules) neutres il existe un certain nombre d'élec- 
trons et d'ions chargés positivement. Dans les conditions ordinaires 
lorsque le plasma à décharge gazeuse est parcouru par un courant 
électrique, il constitue un système hors d'équilibre. Toutefois, les 
conditions sont souvent telles que la fonction de distribution des 
électrons et des ions dans le plasma, sans parler de la fonction de 
distribution des atomes neutres, sont très proches des fonctions 
maxwelliennes. Une étude plus détaillée de l'écart de la fonction de 
distribution par rapport à sa valeur d'équilibre est donnée au cha- 
pitre 13. 

Le plasma est exploré à l'aide des sondes, petites électrodes pla- 
cées dans la région étudiée. Les sondes sont couplées à l’aide d'un 
appareil de mesure du courant électri- 
que et d’une source réglable de tension 
continue (fig. 3.9) à l’électrode dont 
le potentiel est considéré par conven- 
tion comme nul. En modifiant la ten- 
sion de la source on mesure la dépen- 
dance du courant parcourant la sonde, 
enregistré par l'appareil de mesure du 
courant, avec la tension de la source 
U, i.e. avec le potentiel de la sonde 
par rapport à l’électrode de référence. . 

Si la sonde est placée dans un Fig. 3.9 
plasma et son potentiel se distingue 
du potentiel du plasma dans cette région, la redistribution des 
électrons et des ions autour de la sonde forme un nuage de charge 
spatiale qui la protège du plasma environnant. Supposons, par 
exemple, que la sonde a un potentiel négatif ; alors elle repousse les 
électrons et attire les ions chargés positivement, de façon qu’il se 
forme autour d’elle un nuage de charge positive. Près de la sonde 
les conditions du plasma sont perturbées, mais là où il n’y a pas de 
charge spatiale, le plasma ne subit pas de perturbations. La largeur 
de la région de la charge spatiale dépend de la concentration des 
électrons et des ions et sous de faibles pressions (inférieures à 1 mm. 
Hg) elle est ordinairement si petite que les électrons la traversent 
sans subir de collisions. Dans ces conditions le courant parcourant 
la sonde est intimement lié au flux d'électrons et d'ions arrivant à la 
frontière extérieure de la couche de la charge volumique. Dans le 
cas d’une sonde plane, i.e. d’une électrode sous forme d’une aire 
plane, la frontière extérieure de la couche de la charge spatiale est 
également plane et a à peu près la même aire s que la sonde. 

La ca ractéristique de sonde, i.e. la dépendance de l'intensité de 
courant sur la sonde avec le potentiel appliqué, est surtout simple 
lorsque les potentiels de la sonde sont négatifs par rapport à la région 
explorée. Les ions sont alors attirés et les électrons repoussés, de 
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façon que la sonde n’est atteinte que par les électrons dont l’énergie 
cinétique est suffisante pour surmonter la barrière de potentiel: 


À = —e (U == U:), (22.4) 


où U est le potentiel de la sonde, U, le potentiel d'équilibre du 
plasma. Ce qui vient d'être dit signifie que le courant électronique 
dirigé vers la sonde peut se calculer d’après la formule (21. 15) où 
le travail d’extraction est supposé égal à la valeu- donnée dans (22.4) : 


Je=is=se Re e‘{U-Uo)/(ATe), 


où nr est la densité des électrons dans le plasma, 7, leur température, 
Tin.e la Vitesse moyenne des électrons. Le courant ionique ne dépasse 
pas le courant des ions dirigé vers la frontière extérieure de la région 
de la charge volumique, i.e. 


Li = es (nv, 1/4). (22.5) 


Cette expression montre que pour des U voisins de U,, le courant 
ionique est plus faible que le courant électronique, du fait que la 
vitesse moyenne des électrons v,. est bien supérieure à la vitesse 
moyenne des ions. Le rapport de ces vitesses, pour la même tempéra- 
ture des électrons et des ions, est égal à la racine carrée du rapport 
de leurs masses: 


Urm.e/Vm1 = V ma/mpge. 


Pour une masse atomique de l’ion de l’ordre de 20 à 50 u.m.a., 
le courant ionique est de 50 à 60 fois plus faible que le courant 
électronique. 

Si. on néglige complètement le courant ionique, le courant vers 
la sonde devient 


sen, 8kTe__ LU -Uo)/(ATe) 29 
IzI,= A VAT re etU-Uo)/(ATe) . (22.6) 

En dépouillant les caractéristiques de sonde il est d’usage de 
tracer la courbe du logarithme du courant dirigé vers la sonde en 
fonction de son potentiel. La forme typique de cette courbe empirique 
est représentée sur la figure 3.10. (22.6) entraîne que 


nf (U Us) +in (SE Fe) (22.7) 


IMmpe 


Ainsi, le logarithme du courant est une fonction linéaire du potentiel 
et la pente de la droite est déterminée par la température des électrons 
{la tangente de l'angle de pente vaut e/kT.). À mesure que le poten- 
tiel de la sonde croît, la différence U — U, diminue (rappelons que 
U << U,). La barrière de potentiel diminue elle aussi et le courant 
électrique dirigé vers la sonde devient plus fort. Lorsque la condi- 
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tion U = U, est satisfaite et le potentiel continue à augmenter, 
l'accroissement du courant électronique ralentit, tous les électrons 
tombant sur la frontière extérieure de la région de la charge volumi- 
que étant attirés par la sonde. L’accroissement du courant ne se 
poursuit que grâce à l'augmentation, avec la croissance de U, de la 
surface efficace de la charge spatiale: 


Le = ENV .eSert/4. (22.8) 


La figure 3.10 montre comment d'après la brisure de la caractéristi- 
que de sonde on peut trouver le potentiel du plasma U,. Si on admet 
qu’au point de brisure pour une sonde 
plane Serr est égal à la surface s de la 
sonde, alors d’après (22.8) on peut cal- 
culer la concentration des électrons. Pour 
des potentiels négatifs très grands le 
courant électronique dirigé vers la sonde 
devient plus faible que le courant ioni- 
que, i.e. le courant de sonde change de 
signe. 

Il découle de ce qui précède qu’un 
tronçon linéaire de la courbe du logari- 
thme du courant de sonde en fonction de 
son potentiel témoigne de la distribution 
maxwellienne des électrons suivant les 
vitesses. La méthode de relevé des caractéristiques de sonde est 
l'une des plus usitées dans l’exploration du plasma à décharge 
gazeuse. Ces caractéristiques ont permis de montrer que les condi- 
tions d’une décharge peuvent assurer la répartition des électrons 
suivant la loi de Maxwell, mais à une température qui diffère de 
celle des ions et des atomes neutres. Ce plasma a reçu le nom de plas- 
ma non isotherme. Lors du traitement des caractéristiques de sonde 
expérimentales d’un tel plasma, la température T, déterminée d’ap- 
rès la pente de la caractéristique de sonde, est plus élevée que la 
température du gaz mesurée d’une autre façon. 

Ainsi, la distribution de Mazwell confirmée expérimentalement 
(dans les expériences avec des faisceaux moléculaires) est largement 
utilisée dans les applications (traitement des caractéristiques de 
sonde du plasma, calcul du courant de certains appareils à semi- 
conducteurs, etc.). 


Fig. 3.10 


Problèmes du chapitre 3 


1. Supposons que pour maintenir une réaction ininterrompue de fusion 
nucléaire (fusion de deux noyaux d'hydrogène lourd en un noyau d'hélium), 
au moins y = 0,1 % de tous les noyaux d'hydrogène lourd doivent posséder une 
énergie supérieure à #9 = 10% eV. Quelle est la température du plasma hydrogé- 
nique qui rend possible une réaction autoentretenue ? 
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Solution. Si la température cherchée 7 vérifie l'inégalité €, > 4T, 
la probabilité pour que l'énergie d’un noyau de deutérium (d'hydrogène lourd) 
soit supérieure à €, est définie par la formule (19.11), i.e. 


Yi 2 Po = p2/(2mokT) — _?2 To .-6 
PR SRE eee Lo ,-60o/(RT) . 
100 an V2mT Vz 4 KT © 
En prenant le logarithme, on obtient 
to, 1 60 2 (5) 
KT gm(ge)Ho(s)=m 100 } ? 


a 
RAENNES 2e EN 
e[gum(se)+ | 7) in in )] 
Cette équation peut être résolue par approximations successives en posant, 


par exemple, à l’approximation d'ordre zéro que °/, kTo = @9- En première 
approximation 


TN PR A 
n()-n(m)+zn(5r)] 
en deuxième 
T2 60 


É k[in ( 


Pa) ()+en(e)] 
etc. Avec y = 0,1 %. 


To=7,7-107K, Ti=1,1.407K, T, = 0,9.107K. 


Bien que la température 7, ne vérifie pas os re initiale, cette inégalité 
est vérifiée pour 7}, de sorte que la température cherchée est égale à — 7.. 

2. Les mesures de la fonction de distribution des électrons dans le plas- 
ma à décharge pause dans l’hydrogène ont montré qu’elle est maxwellienne, 
la température des électrons étant T7 — 20 000 K. Quelle partie d'électrons est- 
elle capable dans ces conditions d’ioniser les atomes d'hydrogène neutres dont 
l'énergie d'ionisation est $; — 13,5 eV? 

Solution. D'après la {formule (19.11) utilisée dans le problème 


précédent 
2 V # eo Ei/RN 
100 — Vx RT ' 


Puisque 8,/kT = 8, on a y 0,1 %. 
3. A quelle température de la cathode faut-il s'attendre à l'apparition 
d'un courant thermoëélectronique discernable (i = 1 mA/cm°), si la cathode est 
en tungstène (A — 4,5 eV) ou oxydée (4 = 1,8 eV)? La concentration des 
électrons dans le métal nr = 102 à 1023 cm, et dans le semiconducteur n= 
æ 1018 à 101 cm. 
. Solution. Après le calcul du logarithme, la formule de Richardson 
qui, pour l'estimation, peut être appliquée aussi bien aux métaux qu'aux semi- 
conducteurs, entraîne 


a. 
(SE) 


em 


in ( 2 }=in4, ie. TZ 
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Etant donné que tm — V 8kT/(1me) dépend de la température, cette équation 
est résolue par approximations successives : 


A A 
To=» T1 a ——— 2 
kln ( en 8A ] 
4i mnk 


Pour le tungstène, T;, = 1700 K = 1400 °C. Pour une cathode oxydée, T, + 
1000 K = 700 °C. 

4. Calculer la vitesse de la fuite de l'atmosphère et évaluer le temps pen- 
dant lequel elle pourrait s'échapper de la Terre. Pour résoudre le problème, 
envisager l'atmosphère de la Terre comme une couche à peu près homogène 
ayant une certaine épaisseur efficace Herr. Au chapitre suivant on montre 
que Herr vérifie l'expression Herr — kT/(m,g). Adopter pour les calculs 
T = 300 K, g = 10 m/s? (accélération de la pesanteur), mp — 5-10-26 kg est 
la masse d’une molécule d'azote (admettre que la masse d'une molécule d'oxy- 
gène est à peu près la même). 

Solution. Puisque pour quitter la Terre la vitesse d'une molécule 
doit dépasser la deuxième vitesse cosmique v, — 11 km/s, d'après (21.13) la 
densité du flux de fuite vaut 


Î= 


T e” mra/(2RT) | 


TSIT .1019.4.402 
Etant donné que v = SIENS 4.10? m/s il vient j — eme, SO EIT = 


QUIr 
= 38-10-19 m-2 s-1, 
Le flux total est 


J = jârR?, 
où R est le rayon de la Terre. Comme J =— we où N = 4rxR°Herçn est le nom- 


bre total de molécules de l'atmosphère, il vient 


v - mor2/(2hk dn 
j=n + e morG/CRD Het Tr? 
ie. 
+ er Qmorg/(2AT) __ 4KT | Pmorg/(2AT) 
Um Mmos0m 


a le sens du temps qui définit la durée de l'existence de l’atmosphère. En effet, 


l'équation précédente de la concentration peut s’écrire sous la forme De 


= 2 Sa solution est de la forme: n = Ce-/*. En y portant les valeurs 
numériques, on obtient 
T = 10%9 s. 
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CHAPITRE # 
DISTRIBUTION DE BOLTZMANN 


$ 23. Distribution inhomogène des particules dans l’espace 
en présence des champs de forces conservatives 


Jusqu'à présent nous avons envisagé le comportement d'un gaz 
parfait ne subissant pas l’action des champs de forces extérieurs. 
En présence de tels champs les résultats obtenus ne sont pas toujours 
valables. 71 est bien établi par expérience que l'action des forces exté- 
rieures peut perturber la distribution uniforme des particules dans 
l'espace. Ceci ne doit pas étonner, puisque, par exemple, sous l’action 
de la pesanteur les molécules cherchent à se déposer sur le fond du 

| récipient. Une intense agitation thermi- 
Ep= M, £z que empêche cette précipitation. et la 
distribution des molécules est telle que 
leur concentration diminue progressive- 
ment avec l'accroissement de la hauteur. 

Ce chapitre a pour objet d’élucider 
la loi de distribution des particules 
dans l’espace en présence des champs de 
forces extérieurs. Bien que dans ce cas 
on puisse s'attendre à la violation de 

Fig. 4.1 la distribution de Maxwell en impul- 

sions, puisque la condition d’isotropie de 

l’espace utilisée pour sa déduction n’est pas vérifiée, la distribu- 
tion de Maxwell reste en vigueur. 

Il est commode de commencer l'étude de la distribution des 
molécules dans l’espace par l'examen des courbes traduisant la dé- 
pendance de l'énergie potentielle d’une molécule avec sa position. 
Etant donné que pratiquement la construction d’un tel graphique 
n’est commode que lorsque varie une seule des coordonnées, on sup- 
pose que pendant ce temps les deux autres ne varient pas. Ainsi, 
l'énergie potentielle d’une molécule dans le champ de pesanteur près 
de la surface de la Terre est définie par l’équation 


Ep = Mo8Z; 


où g est l'accélération de la pesanteur et z la hauteur. Le graphique 
correspondant (fig. 4.1) a la forme d’une droite. Un graphique analo- 
gue peut être construit pour tout autre champ de forces que possède 
une énergie potentielle. 

Si un gaz parfait se trouve dans un récipient clos d'où les molécu- 
les ne peuvent pas s'échapper, la dépendance de l'énergie potentielle 
avec la coordonnée est traduite, en l'absence de forces extérieures, 
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par le graphique de la figure 4.2. Les points x — —a/2 et x — +a:2 
correspondent aux parois du récipient. À l’intérieur du récipient, 
ie. pour (a/2) > x > (—a/2), l'énergie potentielle des molécules 
est nulle, et à l’extérieur, i.e. pour | x | > a/2, elle est infinie, ce 
qui correspond à un travail infiniment grand nécessaire pour extraire 
la molécule à travers la paroi. Le graphique de ce type représenté 
sur la figure 4.2 porte le nom de puits de potentiel. 

Supposons maintenant qu’il existe deux récipients séparés par une 
paroi dans laquelle est pratiqué un orifice. Admettons que dans les 


Ep 


limites de l'orifice existent des forces qui s’opposent au déplacement 
des molécules du récipient Z dans le récipient 2 et qui contribuent. 
à leur déplacement dans le sens inverse. Si pour surmonter ces forces 
et faire passer les molécules du premier récipient dans le deuxième 
il faut réaliser le travail À, l'énergie potentielle de 2 est supérieure 
à celle de Z dela valeur Ae,—A. Le graphique de l'énergie poten- 
tielle a la forme d'un puits de potentiel avec un fond en palier 
(fig. 4.3; l’axe des x est supposé perpendiculaire à la paroi et passant 
par l’orifice). 

Dans chacun des deux récipients on observe une distribution 
maxwellienne en impulsions correspondant à certaines température 
et concentration. Puisque les récipients sont communicants, les 
molécules peuvent pénétrer du premier récipient dans le deuxième 
et du deuxième dans le premier. . 


$ 24. Principe du bilan détaillé 


Dans l'exemple du paragraphe précédent l’état d'équilibre se- 
caractérise par ce que la sortie des molécules d'un des récipients 
communicants est compensée par le processus inverse de leur passage 
du deuxième récipient dans Je premier. Autrement dit, l'équilibre 
a une allure dynamique d'échange permanent en molécules. 
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D'après l'exemple proposé par Y. Frenkel, cet échange peut être comparé 
à la situation créée pour deux villes, par exemple Moscou et Léningrad, par les 
voyages constants des habitants d’une ville dans l’autre. Il est clair que l’équi- 
libre de la population de ces deux villes ne peut avoir lieu que dans le cas où 
le nombre moyen de passages de Moscou à Léningrad est égal à celui de passa- 
ges de Léningrad à Moscou. Bien plus, cette condition doit être détaillée. Il 
<st peu probable qu'on puisse parler de l’équilibre, si Léningrad est quitté 
seulement par des femmes et Moscou, seulement par des hommes. Même pour des 
flux opposés égaux des hommes et des femmes, les conditions ne peuvent pas 
être envisagées comme celles d’équilibre, si les femmes qui quittent Moscou, 
sont jeunes, alors que Léningrad est quitté par des femmes d’un certain âge. 
Il faut encore exiger que dans les deux flux l’âge moyen soit le même. 


Nous aboutissons ainsi au principe du bilan détaillé qui consiste 
en ce qui suit. Dans un vrai équilibre à chaque flux on peut faire corres- 
pondre un flux opposé. de sorte que l'équilibre a lieu non seulement 
dans l'ensemble, mais aussi dans le détail pour chaque couple de proces- 
sus opposés. 

En appliquant ce principe aux récipients communicants, on 
peut affirmer qu'à l'équilibre le nombre de molécules à énergie 
comprise dans un certain intervalle de, qui s’échappent du premier 
récipient pour aller dans le deuxième, est égal en moyenne au nombre 
de molécules qui arrivent du deuxième récipient dans le premier et 
possèdent après le passage l'énergie de ce même intervalle de. Cette 
affirmation permet de répondre à la question de la répartition des 
particules dans l’espace en présence des forces extérieures en s'ap- 
puyant sur la distribution de Maxwell. 


$ 25. Liaison entre la distribution de Boltzmann 
et celle de Maxwell 


Supposons que l'orifice dans la paroi séparant les deux récipients 
est d’une surface ds et l’axe des x est perpendiculaire à la paroi. 
Alors, d’après (21.8) le nombre de molécules de l’intervalle des 
impulsions dQ@, qui passent par unité de temps du premier récipient 
dans le deuxième, est 


ds dj, — VE TA UE e—P?/(2mokT1) dQ ds, (25.1) 
mo mo“l1 


où n», est la concentration des molécules dans le premier récipient, 
T, leur température et p+ la composante de l’impulsion perpendicu- 
laire au plan de l’orifice. On suppose naturellement que la compo- 
sante de l’impulsion est, premièrement, dirigée du récipient J vers 2, 
et deuxièmement, elle est suffisamment grande pour que la molécule 
puisse surmonter sur son chemin la barrière de potentiel. Puisque 
en passant par l’orifice la molécule subit la force dirigée dans le 
sens des x négatifs, la composante p. de l'impulsion diminue, et les 
composantes p, et p, ne changent pas. Si on note p: la valeur de 
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la composante x après le passage par l’orifice, d’après la loi de con- 
servation de l'énergie on doit avoir 


P£ (P:)° 
ms . EUR + Dms , (25.2) 


i.e. après le passage l’énergie cinétique devient plus petite du fait 
que l'énergie potentielle augmente. 
D'après le principe du bilan détaillé le flux direct doit être com- 


pensé par le flux inverse pour lequel on peut écrire d’une façon 
analogue à (25.1) 


ds dj; — 


Pana 


—— 6 (PCM Ta) MO) ds. 25.3 
mo (27mokT 2)! 2 ( ) 


Ici », et T, sont là concentration et la température des molécules 
dans le deuxième récipient et p’ est leur impulsion choisie conformé- 
ment à l'équation (25.2) et telle qu'après le passage d’un récipient 
dans l’autre, la molécule conserve la valeur de son énergie. Bien 
que la direction de la densité élémentaire du flux dj; soit opposée à 
dj+ (les x négatifs), pour les passages de 2 à Z la direction de la 
normale à l’aire ds est également opposée, de sorte que le flux dirigé 
vers le premier récipient est quand même positif. 
L'égalité des flux entraîne que 


p° 
R1Px ni L 
ET CT 1 dp. dp, dp. — 
M (2tm0kT1)9/° Px 4Py AP: 
F SE e He do’. dp: dp! (25 4) 
7 mo(@rmoT) TE px dpy dpi. (25. 


Lors du passage la valeur des composantes p, et p. ne change pas; 
donc, toutes les molécules dont la composante y de l'impulsion 
repose dans l'intervalle dp, se trouvent après le passage dansl'inter- 
valle dp, égal à dp,. Ceci est également vrai pour dp:. Ainsi, 


Compte tenu de (25.5), l'équation (25.4) peut se récrire sous la forme 


ni _—— Ps LA 2 pÉ 
ee "mo T1 d ( ) = ——— € 2molTe d ( ] : 

(272m0kT1)°"* 2m (27mOk Te)! 2m0 
(25.6) 


La loi de la conservation de l’énergie (25.2) implique 


Pr \ _ {Ps 
d(E)=a (GE): 
puisque lors du passage d'un récipient dans l’autre, la variation de 


l'énergie potentielle Ae, est la même pour les molécules quelle que 
6—-01488 
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soit la valeur de l’impulsion. Ceci permet de mettre la condition 
(25.6) sous la forme 


Pat Pi + Pi PS +Pÿ +Ps 
n PRG ER No DCE 
—— e 2moRT1 on 2m0ohT2 ; 
(27mokT) = (271mokT2) “ 
ou, étant donné que p£ = pj”, p — p:”, sous la forme 
PE+Py+PE Px +Py+P? 
—— e 2m — —— e Z2mohl2 
(27m0okT 1) CrmokT2) 


En portant dans le deuxième membre de la dernière égalité la valeur 
de l'énergie cinétique p;*/(2ms) tirée de la relation (25.2), on trouve 


PR +Phy+PE _Atp _ PrtPytPé 
"15226 7 2m = "2 9 A2  Z2mota 
C2rmokT 19/2 (C2rmokT2)°/2 : 
(25.7) 


L’équation (25.7) doit être vérifiée non pas pour une valeur 
déterminée du module de l’impulsion, mais identiquement pour des 
valeurs quelconques. Mais alors elle ne peut être satisfaite que si les 
températures dans le premier récipient (T;) et dans le deuxième (T7) 
sont égales, puisque ce n’est que 
dans ce cas que les facteurs expo- 
nentiels à p* se réduisent. Après 
la réduction, on obtient 


nr — ne Sp/UT) , (25.8) 


où T = Ti = T, est la tempé- 
rature commune des deux réci- 
pients. 

La distribution (25.8) qui 
associe les concentrations des 
. molécules dans deux récipients 

Fig. 4.4 porte le nom de distribution 

de Boltzmann. Elle est vraie 

pour le cas de champs de forces conservatives quelconques et non 
seulement pour le cas particulier que nous avons examiné en 
la déduisant. Pour le montrer on peut raisonner de la façon suivante. 
Supposons que l'énergie potentielle d’une particule qui se déplace 
dans une certaine direction, par exemple dans celle de l'axe des x, 
change d’une façon compliquée (fig. 4.4). La variation progressive 
de l'énergie potentielle e, (x) peut être approximée avec un degré 
de précision quelconque par une ligne en escalier représentée sur la 
figure 4.4 en pointillé, si la grandeur des paliers est rendue assez 
petite. Examinons les paliers numérotés 1, 2, 3 qui correspondent 
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aux positions 21, Ze, Ts de la particule. N'importe quels deux 
paliers voisins se rangent dans le modèle mentionné, et on peut donc 
affirmer que dans les limites de l’un quelconque de ces paliers la 
température du gaz est la même, et les concentrations #;,, n,, r4sont 
liées par les relations 


—Aepe/UD 


: 1 
Ri=ne ny= ne" °tps/0n, (25.9) 


s 


où 
Apr = Ep (Ze) — Ep(t1) et AEpse = Ep (xs) — Ep (z2) (25.10) 


sont les différences des énergies potentielles lors du passage d’un 
palier à un autre. Portons dans la deuxième des égalités (25.9) la 
valeur de n, qui se déduit de la première ; alors 


na= ne dep Te-depslOT L pet-BEpert Sep UD, 


Or d'après (25.10) 
Aëpa + ÂEp3e = Ep (22) — Ep (A1) + Ep (Zs) — Ep (Z2) = 
= Ep (Ts) — Ep (Z1)»: 
de sorte que 
ns= ne" Lsptss)-e Gen), (25.11) 


Ainsi, pour les paliers qui ne sont pas directement voisins et ne 
s'’échangent pas de particules, la distribution de Boltzmann est 
également justifiée. En considérant un plus grand nombre de paliers, 
on peut montrer que les relations de la forme (25.11) ont lieu pour 
deux quelconques d’entre eux; ainsi, 


n= no lents en te. 


Si on prend un palier auquel correspond la coordonnée x = 0 
et le palier de coordonnée zx, en notant les concentrations sur ces 
paliers respectivement par n (0) et n (x), on obtient 


n(z)=n(0)e”tep(r-epORn, (25.12) 


Si, enfin, on ne s'impose pas de déplacement seulement dans le 
sens de l'axe des z, mais admet que l'exploration porte sur deux 
points arbitraires dans l’espace de rayons vecteurs r =r,etr =r.,, 
la distribution de Boltzmann peut s’écrire sous la forme générale 
suivante: 


n (r) =n (r,) eleptra)-eptrn/ UT) (25.13) 


Ainsi, le principe du bilan détaillé et la distribution en impulsions 
de Maxwell entrainent qu’en présence des champs de forces conservatives 
l'équilibre est assuré si la température des particules est partout la 
même et la concentration varie conformément à la relation (25.13) qui 
porte le nom de distribution de Boltzmann. 


6* 
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$ 26. Formule barométrique et détermination 
expérimentale de la constante de Boltzmann 


A l'aide de la distribution de Boltzmann on obtient sans peine 
la formule barométrique décrivant la variation de la densité de 
l'atmosphère avec l'altitude. Si on suppose que l'atmosphère est en 
équilibre et, notamment, que sa température est constante (cette 
hypothèse n’est observée que d’une façon approchée), la concentra- 
tion varie avec l'altitude suivant la formule (25.13). Soit z la hauteur 
au-dessus du niveau de la mer; alors l'énergie potentielle d’une 
molécule de masse m, dans le champ de pesanteur de la Terre s'écrit 


Ep (2) = Mogz. 


En désignant la concentration pour z = 0 par r,, on peut écrire 
pour une concentration à l'altitude z: 


n(z)—=n(0)e-moz/(kT), (26.1) 


Cette relation est une des formes possibles de la formule barométrique. 

Comme à la température constante la pression du gaz est pro- 
portionnelle à sa concentration, (26.1) est équivalente à la forme 
suivante de l'équation barométrique : 


P (2) = Poe” "08z/(LT), (26.2) 


où p (z) est la pression à l'altitude z, p, — 1 atm la pression au 
niveau de la mer. 

Parfois il est commode d’écrire (26.1) et (26.2) d'une façon légè- 
rement différente, en exprimant la constante de Boltzmann par 
l'intermédiaire de la constante des gaz R et le nombre d’Avogadro 

"a: k = R/NA\, et en utilisant le fait que moVs = u, où u est la 
masse molaire. Ainsi, on obtient 

n(z)=n(0)e-#s:/(RD, (26.3) 

P (2) = poe”"#5/RT). (26.4) 

Les formules (26.3) et (26.4) sont plus commodes parce qu’au 
lieu de la masse moléculaire y figure la masse molaire. Notons que 
puisque l'atmosphère est surtout un mélange d’azote N, et d'oxygène 
O,, les formules ci-dessus devraient être appliquées à la concentra- 
tion et à la pression partielle de l'azote et de l'oxygène séparément. 
Les masses des molécules N, et O, et leurs masses molaires (un, = 
= 0,028 kg/mole; lo, = 0,032 kg/mole) étant proches, on néglige 
souvent cette différence pour utiliser la masse molaire de l’air 
{(n — 0,029 kg/mole). En réalité, d'après la loi de Boltzmann, la 
composition de l'atmosphère doit changer avec l'altitude en s'ap- 
pauvrissant en oxygène et en s'enrichissant en azote plus léger. 
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L'équation (26.1) peut se mettre sous la forme 


n(z)=n(0)e"#"er, (26.5) 
où Herr est l'altitude efficace 
kT RT x 
nr pes (26.6) 


qui a le sens d'une distance par rapport au niveau de la mer, qui est 
telle que la concentration des molécules et, par suite, la pression 
diminuent de e fois. 

Avec une densité constante de l'atmosphère égale à sa densité 
au niveau de la mer, la hauteur de l'atmosphère serait égale à Hess. 
En effet, lorsque la formule barométrique est vérifiée, le nombre de 
molécules se trouvant au-dessus d’une unité de surface de la Terre 
à l'altitude z dans la couche d'épaisseur dz est 


dN = n(z) dz= n (0)e”*"ertdz. 


Le nombre total de molécules au-dessus de l'unité de surface se 
calcule par sommation sur toutes les couches, depuis celle qui adhère 
au niveau de la mer jusqu'à celle qui est éloignée à l'infini, i.e. 
œ ©œ 
0 


\= | an = Î n(:) dz=n (0) | e-“#etr dz=n(0) Herr. 
0 


Si l'atmosphère était homogène sa hauteur s’obtiendrait en divisant 
N par n (0), i.e. elle serait égale à H,zr. 

Comme nous l’avons déjà dit, la formule barométrique ne donne 
qu'une description approchée de la variation de la pression avec 
l'altitude, puisqu'en fait l'atmosphère ne se trouve pas à l’état 
d'équilibre. Cependant, cette formule présente un grand intérêt 
en permettant de réaliser des estimations très utiles et sert de base 
pour d’autres relations plus exactes appliquées pour déterminer 
l'altitude d’après la pression de l’atmosphère. 

J. Perrin a proposé d'utiliser la formule barométrique pour 
établir empiriquement la valeur numérique de la constante de Boltz- 
mann. Celle-ci étant liée à la constante des gaz molaire, fournie par 
les expériences avec des gaz raréfiés, et au nombre d’Avogadro, les 
expériences de Perrin permettent également d'obtenir ce nombre. 

L'idée de cette expérience remarquable est au fond très simple. 
La distribution de Boltzmann, et donc la formule barométrique, 
sont justifiées pour toute particule en équilibre thermique avec le 
milieu ambiant. Si on choisit des particules dont la masse est sen- 
siblement supérieure à celle des molécules, alors, d’après (26.6), 
la hauteur efficace inversement proportionnelle à la masse des parti- 
cules, sera petite. Ceci présente de grands avantages pour la réalisa- 
tion de l'expérience. Premièrement, il est plus facile de mesurer la 
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variation de concentration si elle varie à des distances relativement 
petites, et non pas comme dans l'atmosphère, où H,rr Æ 9 km. 
Deuxièmement, il est plus facile d'assurer les conditions d'équilibre. 
en particulier la permanence de la température, puisqu'elles doivent 
intervenir dans une région relativement peu grande de l’espace. 
L'expérience de Perrin consistait à verser dans un récipient rempli 
de liquide une poudre constituée de très petites particules. Ces 
dernières peuvent être envisagées comme de très grosses molécules 
qui, sous l’action de la pesanteur, se répartissent en hauteur d’une 
façon irrégulière en vertu de la formule barométrique. En utilisant 
un microscope, on calcule le nombre de particules dans le champ de 
vision près du fond, puis à une certaine hauteur. On utilise à cet 
effet la propriété du microscope telle que dans le champ visuel ne 
sont visibles que des particules déposées dans une zone étroite au 
voisinage du plan focal. D'après la formule barométrique le rapport 
des nombres obtenus est égal à 


n (z)/n (0) = e=m'8/, 


où m'g est le poids d'une particule daus le liquide, i.e. sun poids 
moins la poussée d’'Archimède. La formule ci-dessus entraîne 

.__ m'Ez n (0) 

k= TE In EE 
Si on connaît les dimensions des particules (le rayon r) et la densité p 


de la matière dont elles se composent, ainsi que la densité p, du 
liquide, il vient 


m'g = Msn (p — Po) &- 


En connaissant la température T du liquide, on calcule 4 d'après 
la valeur du rapport n (0)/n (z) établi expérimentalement pour la 
hauteur choisie z. 

La constante de Boltzmann fournie par l'expérience de Perrin vaut 
À _ 1,38-10-% J/K, d'où Le nombre d'Avogadro N\ — 6,02-10% mo- 
e” L2 


$ 27. Différence de potentiel de contact 


Un autre exemple de l’utilisation de la distribution de Boltzmann 
peut être fourni par la théorie de la différence de potentiel de contact. 
Dans la version classique la plus simple (non quantique) de la théorie 
des conducteurs, ces derniers sont envisagés comme des vases particu- 
liers contenant du gaz d'électrons. Plus exactement, il conviendrait 
de les envisager comme un réseau ionique chargé positivement entre 
les nœuds duquel se déplacent les électrons qui interagissent entre 
eux et avec les ions du réseau. Dans l'ensemble, le cristal composé 
d’un réseau chargé positivement et des électrons est neutre. La théo- 
rie classique est applicable, par exemple, aux semiconducteurs 
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dont la concentration en porteurs de charge mobiles n'est pas très 
élevée. 

Pour faire sortir un électron à l'extérieur d’un conducteur il 
faut dépenser un certain travail À appelé travail d'extraction (plus 
exactement travail d'extraction extérieur ou affinité électronique). 
Le calcul du travail d'extraction est une tâche ardue qu'on résout 
par les méthodes de la mécanique quantique. Admettons, comme 


0 a x 
Fig. 4.5 Fig. 4.6 


nous l'avons déjà fait pour l'étude de l'émission thermoélectronique, 
que pour un conducteur concret la valeur de À est fournie par l’ex- 
périence. 

La présence du travail d'extraction signifie que du point de vue 
énergétique le plus simple modèle du conducteur est un puits de 
potentiel. Sur la figure 4.5 on porte en ordonnées l'énergie de l'élec- 
tron, et en abscisses, sa coordonnée x. Si le conducteur s'étend du 
point de coordonnée x — 0 jusqu’au point de coordonnée x = a, 
pour ces valeurs de x, l'énergie potentielle de l’électron a la même 
valeur, alors que pour les autres x elle est plus grande de la valeur 
du travail d'extraction À. 

Supposons maintenant qu'il existe deux conducteurs 1 et 2. 
Notons nr, et 4, la concentration des électrons et le travail d’extrac- 
tion de l'un des conducteurs et », et 4, les grandeurs correspondantes 
de l’autre. Si ces conducteurs se trouvent l’un de l’autre à une distan- 
ce si grande qu’on peut négliger l'échange des électrons entre eux, 
le diagramme énergétique a la forme de la figure 4.6. En effet, l’éner- 
gie potentielle d’un électron sorti du conducteur et se trouvant en 
dehors de lui a la même valeur quel que soit le conducteur dont il 
est échappé. Ceci fait que le bord supérieur du puits de potentiel qui 
correspond au niveau de l'énergie potentielle hors du conducteur ou 
au niveau du vide est le même pour les deux conducteurs. Quant à la 
profondeur du puits, elle dépend du travail d'extraction et dans le 
cas où À, > 4>, le puits de potentiel qui correspond au premier 
conducteur est plus profond, et, par suite, son fond se trouve plus 
bas (fig. 4.6). 
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La situation est toute autre si les conducteurs sont si rapprochés 
qu'il faut tenir compte de l'échange des électrons. Un tel échange 
existe en principe ne serait-ce que grâce à l'effet de l'émission thermo- 
électronique qui détermine un courant électronique à partir des 
deux conducteurs. Quel est alors le diagramme énergétique ? 

Lorsque la distance entre les conducteurs est bien inférieure aux 
dimensions des échantillons eux-mêmes, on peut admettre que leurs 

dimensions sont infinies le 

long de la surface de contact, 

Ep i.e. suivant les axes des yet 
des :, et que l'énergie ne 
dépend que de la coordonnée x 
normale à la surface de con- 
tact. Supposons, pour fixer les 
idées, que la concentration des 
électrons dans le premier con- 
ducteur (7,) est inférieure à 
celle dans le deuxième (x). 
Puisque le travail d’extrac- 
tion du premier conducteur 
est plus grand et la concentra- 
tion des électrons y est plus faible son courant d'émission thermo- 
électronique est, naturellement, plus faible. Ceci résulte directement 
de la formule (21.15) appliquée à la densité de courant suivant l'axe 
des x dans le premier et le deuxième conducteur, sous la condition 
qu'ils ont la même température et, par suite, leurs électrons ont la 
même vitesse moyenne v,. Le flux d'électrons du deuxième conduc- 
teur dans le premier est plus intense que le flux inverse; il s'ensuit 
que le premier conducteur commence à se charger négativement, et le 
deuxième positivement. On voit apparaître entre les conducteurs 
une différence de potentiel dite de contact. L'énergie potentielle d’un 
électron dans un conducteur chargé négativement est supérieure à 
celle du conducteur non chargé; il s'ensuit qu'au cours de la charge 
le premier puits de potentiel monte sur le diagramme énergétique, et 
le deuxième descend. A l’état d'équilibre le diagramme énergétique 
acquiert la forme de la figure 4.7. Sur ce diagramme les bords des 
puits de potentiel se trouvent à des niveaux différents. Cette diffé- 
rence est définie par le travail supplémentaire qu’il faut fournir 
pour surmonter la différence de potentiel apparue lors du déplace- 
ment de l’électron du deuxième conducteur vers le premier. En no- 
tant œ, le potentiel électrique du premier conducteur et , celui du 
deuxième, la charge d’un électron étant—e, le travail supplémentaire 


AA = —e (pi — Pe)- (27.1) 


En appliquant la loi de distribution de Boltzmann au diagram- 
me de la figure 4.7, on peut exprimer la différence de potentiel de 


____14(6,-,)" 34 


Fig. 4.7 


CH. i] DISTRIBUTION DE BOLTZMANN 89 


contact ® — w. en fonction du travail d'extraction et de la con- 
centration des électrons des deux conducteurs. Il faut tenir compte 
que le passage partiel des électrons du deuxième conducteur dans le 
premier ne change pas, pratiquement, la concentration, puisque le 
nombre d'électrons déplacés est très petit par rapport au nombre 
total d'électrons dans chacun des conducteurs. D'autre part, le 
champ électrique de la différence de potentiel de contact est con- 
centré dans une région très étroite au voisinage du contact. Dans 
cette région que nous n'examinons pas ici. on observe la variation 
du potentiel et de la concentration des électrons à partir des valeurs 
correspondant à un conducteur jusqu'aux valeurs correspondant à 
l’autre conducteur. 

Tout comme avant l'entrée en contact. la concentration du deu- 
xième conducteur est », et dans la profondeur du premier elle est 
rm. Le diagramme montre que la différence des énergies potentielles 
de l’électron dans le premier et le deuxième conducteur vaut 


Âëp —= À + AA — À. 
D'après la loi de Boltzmann, 


nine = 6e" pi e-(A2-Ar+AAYUT), (27.2) 


En calculant le logarithme de l'égalité (27.2) et en y portant la va- 
leur de AA tirée de (27.1), on trouve 


n1\ _ __ As—A1—e(fi—) 
in (2) = FT ; 


e 


On en tire pour la différence de potentiel de contact 


PP = In (+) — Ai... (27.3) 

Ainsi. la théorie classique enseigne qu'entre deux conducteurs 
s'établit la différence de potentiel de contact dont la valeur est définie, 
en vertu de la loi de Boltzmann, par la formule (27.3), i.e. dépend du 
travail d'extraction et de la concentration des électrons dans les deux 
conducteurs. 

Avec une différence de potentiel de contact d'équilibre. le cou- 
rant d'émission thermoélectronique circulant de l’un des conducteurs 
dans l'autre est égal en valeur absolue au courant inverse. Il est 
facile de s’en assurer par des calculs directs en utilisant l'égalité 
(27.3). En effet, la densité de courant du premier conducteur dans le 
deuxième est d’après (21.15) 

ip = un e-AutWT), (27.4) 
puisque bien que la différence de potentiel de contact contribue au 
passage des électrons, ceci n’a lieu que par rapport aux électrons 
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tombés dans le champ de contact, i.e. sortis déjà du premier con- 
ducteur. La densité du courant inverse est définie par l'expression 


in = ER. e-(A2+AAYIT), (27.5) 


du fait que les électrons doivent surmonter non seulement la barrière 
A, mais encore la barrière électrique supplémentaire AA. Si on 
porte », tiré de l’équation (27.2) dans (27.4) on obtient 


__ €Umie 
Per cn 


e-(42-A1+44)/(RDe- A1/(RT) — <= e-(A2+AAM UT, 
i.e. il s'avère que üe = dos 

Mais quelle est la valeur de la différence de potentiel de contact ? 
La valeur du travail d'extraction varie entre 0,5 et 4 eV, alors que la 
concentration des électrons peut changer très fortement. Ainsi, à la 
température ambiante, la concentration des électrons dans le sili- 
cium très pur est voisine de 10!° cm. On utilise également le sili- 
cium dont la concentration en électrons est élevée et se situe entre 
407? et 10° cm. 

Si on met en contact deux semiconducteurs de nature chimique 
différente, mais avec à peu près la même concentration des électrons, 
en calculant la différence de potentiel de contact d’après la formule 
(27.3) on découvre aisément que le rôle principal est tenu par le 
deuxième terme. Le travail d'extraction étant de quelques électrons- 
volts, la différence des travaux d’extraction est à peu près de la mé- 
me valeur. Après la division par la charge de l’électron, on trouve 
que la contribution du deuxième terme à la différence de potentiel 
de contact est une grandeur d’un ou de quelques volts. A la tempéra- 
ture ambiante (T — 300 K), pour le premier terme 4T = 25-10-3 eV 
et donc ÆT/e — 25 mV. Si la concentration dans les semiconducteurs 
en contact ne diffère pas plus que d’un ou de deux ordres, la valeur 
du facteur In (r,/n.) ne dépasse pas 2,3 à 4,6. De la sorte, le premier 
terme est de l'ordre de 100 mV, i.e. inférieur d’un ordre au deuxième. 

La situation est toute autre pour le contact de deux pièces de 
semiconducteur de même nature chimique, mais ayant une con- 
centration des électrons très différente, par exemple deux échantil- 
lons de silicium ayant une concentration des électrons de 10!° et de 
1018 cm”. Le travail d'extraction des deux échantillons est le même, 
c'est pourquoi le deuxième terme s’annule. Le rapport entre les 
concentrations des électrons est grand (108) ; donc, le facteur logarith- 
mique n'est pas petit: 


In (r2/n,) = In (108) = 8 In 10 æ 8-2,3 æ 18. 


En multipliant par 4T/e — 25 mV on obtient une différence de 
potentiel de contact égale à 0,45 V. 
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La formule (27.3) permet d'obtenir sans peine la Loi de Volta qui 
stipule que dans un circuit fermé composé d'un certain nombre de 
semiconducteurs de nature différente, la som- 
me des différences de potentiel de contact est ME 
nulle. La figure 4.8 représente un circuit 
composé de trois conducteurs différents 
couplés en série. Pour la commodité des «, 
raisonnements, choisissons le sens de par- 
cours du circuit, par exemple celui des 
aiguilles d'une montre. Soient p,. la différen- 
ce de potentiel de contact à la frontière du 
premier et du deuxième conducteur; 3 Fig. 4.8 
à la frontière du deuxième et du troisième 
conducteur et ®:, à la frontière du troisième et du premier conduc- 
teur. D’après (27.3), on peut écrire: 


nm) A4, que Mlin (2e) — A4 
+) e , Ps = In ( e 2 


23 


Pe= In ( 


KT A3— À ds 
Pai Fan In (+=) = — s (27.6) 
La somme des différences de potentiel de contact dans un circuit 
fermé s'obtient en additionnant les équations écrites: 
Na 


Que + Ps Par [In (#) + In (=) + 
+in (2) ]- HA A+ 4 45+ 454). 


On voit que le terme où figure le travail d'extraction s'annule. Si 
le circuit est en équilibre de façon que tous les conducteurs possèdent 
la même température, la somme des autres termes s’annule elle 
aussi : 
ni LE LE — NRilohs nn A 
In (+) +in (+) + In (== = ]n (ee }=in1 0. 

De la sorte, la somme des différences de potentiel de contact est en 
effet nulle et il est évident que ceci est également vrai pour des 
circuits composés d’un nombre quelconque de conducteurs de nature 
différente. 


$ 28. Méthode du champ self-consistant 


Dans certains problèmes l'application de la formule de Boltzmann 
est rendue difficile par le fait que l'énergie potentielle qui détermine 
la distribution des particules dans l’espace dépend de leur position. 
L'exemple typique d'un tel cas est donné par la distribution des 
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particules chargées (électrons et ions) dans une décharge gazeuse. Il 
en est de mème pour la distribution des électrons dans la région 
avoisinnante du contact de deux conducteurs, où, comme on l’a 
établi au paragraphe précédent, la différence de potentiel de contact 
dépend de la concentration des électrons. La difficulté de cette sorte 
apparaît lorsque, en toute rigueur, on s'efforce de sortir du cadre 
de l'applicabilité de la loi de distribution de Boltzmann, et en plus 
de l’action des champs de forces extérieurs, pour lesquels la distribu- 
tion a été déduite, on prend en considération les champs produits 
par les particules elles-mêmes, i.e. les interactions entre elles. La 
méthode qui tient compte des forces d'interaction à l’aide de la 
distribution de Boltzmann et qui est décrite dans le présent paragra- 
phe s’appelle méthode du champ self-consistant ; le plus souvent elle 
est appliquée aux particules chargées, 


ï e à : 
4 celles-ci respectant le mieux les condi- 


IZIZZZIILZZZETT) tions qui déterminent sa validité. 
0 Pour rendre plus suggestive la des- 
Cl TT cription de cette méthode, le mieux est 
d'examiner un problème concret. Dans 
Fig. 4.9 les transistors MOS (à métal-oxyde-semi- 


conducteur) l’une des électrodes aommée 
gate est construite de la façon suivante. Üne couche mince de film 
d'oxyde O bon isolateur est portée sur le semiconducteur S (fig. 4.9), 
et sur cette couche est pulvérisée une électrode métallique M. Le 
potentiel de la gate par rapport au semiconducteur peut varier sous 
l’action d’une source extérieure, la présence du film d'oxyde inter- 
disant pratiquement le passage du courant par le système. Supposons 
que nous avons un semiconducteur où la concentration des électrons 
libres est », (ce qu’on appelle semiconducteurs de type n). Dans ce 
semiconducteur la charge des électrons est compensée par la charge 
positive associée au réseau cristallin et répartie de façon uniforme. 
Si, pour simplifier le problème, on omet l'examen des phénomènes 
complexes qui peuvent se produire à la frontière du semiconducteur 
et du film d’oxyde et qui sont déterminés par la structure de cette 
frontière, il faut admettre que la concentration en électrons à la 
frontière oxyde-semiconducteur est la même qui serait à la frontière 
métal-semiconducteur en l'absence du film d'oxyde. 

Admettons que le travail d'extraction du métal est plus faible 
et la concentration en électrons y est plus élevée que dans le semi- 
conducteur ; alors, en l’absence de tension extérieure la couche de 
semiconducteur adhérente à la région de contact s'enrichit en élec- 
trons et prend une charge négative, alors que la couche de métal 
correspondante voisine du contact se charge positivement. Il con- 
vient alors de ne pas perdre de vue que la concentration en électrons 
de la zone voisine du contact varie sous l’effet de l'échange par le 
circuit extérieur et non par la couche d'oxyde. 
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La grande concentration du métal en électrons fait que la redis- 
tribution de la charge dans le métal intervient peu dans la concen- 
tration ; on peut donc considérer que dans un semiconducteur à la 
frontière avec le film d'oxyde, elle est égale à la concentration n, 
du métal en électrons. 

Ainsi, dans un semiconducteur il existe une couche de charge 
volumique, et la concentration des électrons dans cette couche varie 
progressivement de la valeur établie à la frontière jusqu’à la con- 
centration qui s’observe dans la profondeur du semiconducteur. La 
charge de cette couche détermine la formation d’une différence de 
potentiel qui entrave la redistribution ultérieure des électrons. Si 
entre la gate et le semiconducteur on applique encore une tension 
extérieure Ü, la couche de charge volumique crée une différence de 
potentiel suffisante pour compenser la somme q, + U de la diffé- 
rence de potentiel de contact et de la tension extérieure appliquée. 
La polarité de la tension appliquée est très importante, puisque dans 
notre exemple, lorsque le métal est chargé positivement et le semi- 
conducteur négativement, on l’ajoute à la différence de potentiel 
de contact, et lorsque la polarité est inversée, on la retranche. 

Considérons maintenant la largeur de la région de la charge 
d'espace et la distribution des électrons dans cette région. Le système 
n'étant pas parcouru par le courant, la répartition des électrons est 
équilibrée, i.e. elle est définie par la formule de Boltzmann 


n= new, (28.1) 


où », est la concentration dans la profondeur du semiconducteur, 
le potentiel de cette région étant pris pour zéro. Comme nous l'avons 
déjà dit, la formule ci-dessus ne fournit pas de solution du problème, 
puisque le potentiel est toujours une fonction inconnue des coor- 
données. Pour le calculer il faut faire appel aux lois de l’électrostati- 
que (on suppose que la tension appliquée est soit constante, soit 
change assez lentement). En électrostatique on déduit l’équation 
qui associe le potentiel à la densité de charge volumique p. Elle 
s'appelle équation de Poisson et s'écrit 


LE (28.2) 


el 


V2p = — 


où & est la permittivité diélectrique du semiconducteur, &, la cons- 
tante électrique et le symbole V*q signifie: 


2 3 2 
Va = EEE HSE. (28.3) 


La densité de charge p est liée à la concentration en électrons n 
et à la charge positive du réseau par la relation 


p = —en +en, (28.4) 


94 STATISTIQUE CLASSIQUE DES ÊTATS D'ÉQUILIBRE {P. 11 


du fait que —en est la charge négative des électrons par unité de 
volume et en, la charge positive correspondante du réseau cristallin. 
La quantité », est une constante, puisque la charge du réseau y est 
répartie de façon uniforme et ne se redistribue pas sous l'action du 
champ extérieur. 

On peut porter dans (28.4) la concentration tirée de (28.1) pour 
obtenir 


p = — en (ev/An —1). (28.5) 


» 


Cette expression permet de mettre l'équation de Poisson sous la 
forme 


Vip — sn (ev/t4T)— 1), (28.6) 
0 


De cette façon. si le potentiel du champ électrique dépend des charges 
électriques dont la répartition est déterminée par le champ qu'elles 
créent, pour calculer le potentiel il faut résoudre l'équation du champ 
self-consistant de la forme (28.6), puis à l'aide du potentiel ainsi obtenu, 
calculer d'après la loi de Boltzmann la concentration des particules 
chargées mobiles (élcetrons). 

Dans l’équation (28.6) le champ extérieur ne figure pas, toutefois 
la solution en dépend sensiblement. C’est que pour obtenir dans une 
certaine région de l’espace une solution univoque, il faut connaître 
les valeurs du potentiel ou de l'intensité du champ électrique à la 
frontière de cette région, i.e. les conditions aux limites. Si dans notre 
exemple on peut établir à l’aide d’une source extérieure de la f.é.m. 
la différence de potentiel U entre la gate et le semiconducteur, les 
conditions aux limites peuvent être prises sous la forme suivante. 
Dans la partie non perturbée du semiconducteur (i.e. assez loin de la 
gate) le potentiel est nul et dans sa partie adhérente à la couche 
d'oxyde il se confond, pratiquement, avec la somme œ, + U (on 
suppose que la couche d'oxyde est assez mince et on peut y négliger 
la différence de potentiel). 

L’équation du champ self-consistant est non linéaire (la quantité 
cherchée figure dans l’argument de la fonction exponentielle), sa 
résolution présente donc certaines difficultés surmontées, générale- 
ment, en recourant à des calculatrices électroniques. Il existe toute- 
fois plusieurs cas où la résolution approchée de l’équation est assez 
simple. L’un d'entre eux est celui où le potentiel q est petit par 
rapport à la quantité XT/e. A la température ambiante cette condi- 
tion est observée si la somme œ@. + U << 25 mV. Dans ce cas, en 
utilisant la petitesse de l’argument il est rationnel de développer 
en série la fonction exponentielle et ne retenir que les deux premiers 
termes de la série, i.e. écrire 


CNAULSENS EE . 


CH. 4] DISTRIBUTION DE BOLTZMANN 93 


Dans cette approximation l'équation (28.6) devient linéaire: 
+ en1 CT 
V?= eeokT P (28.7) 


et peut donc être résolue par les méthodes mathématiques connues. 

Pour élucider certains traits caractéristiques du phénomène dé- 
crit par l'équation (28.7), considérons de plus près le cas où le pro- 
blème se réduit à un problème unidimensionnel, i.e. lorsque la gate 
et le semiconducteur possèdent une surface plane infinie. La répar- 
tition du potentiel ne dépend que de la seule coordonnée x perpen- 
diculaire au plan de contact. L'équation (28.7) se met alors sous la 
forme 


d? ee e?n1 


“dt eekT Ÿ” ee) 


du fait que les dérivées par rapport à y et z s'annulent. 
Pour la suite il est commode d'introduire la notation 


5--V'eekT/(en;), (28.9) 


où le paramètre 6 ayant la dimension de la longueur s'appelle lon- 
gueur de Debye. En utilisant la longueur de Debve, écrivons l’équa- 
tion (28.8) sous la forme 


d? 
=. (28.10) 
La solution générale est de la forme 
p=Cie-*/8 + Cexlé, (28.11) 


où C; et C, sont des constantes déterminées à l’aide des conditions 
aux limites. 

A une distance assez grande de la gate (x — ), le semiconducteur 
n’est pas perturbé et le potentiel est nul. Etant donné qu'avec x —+ œ, 
le premier terme de (28.11) tend vers zéro et le deuxième vers l'in- 
fini, il faut poser (la coordonnée de contact x = 0) 


Ci =(U + pe), C2 = 0. 


Ainsi, la solution de l'équation (28.11) qui satisfait aux con- 
ditions aux limites se met sous la forme 


p=(U+@e)e-*6. (28.12) 


Il est caractéristique que le potentiel décroît exponentiellement 
à mesure qu'on s'éloigne de la gate, de sorte qu’à une distance égale 
à la longueur de Debye il devient e = 2,7 fois plus petit. La même 
répartition qualitative se rencontre également dans les cas où le 
potentiel appliqué n'est pas petit devant kT'e. En effet, si on mesure 
le potentiel en unités de AT/e, i.e. si on introduit le potentiel sans 
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dimension ÿ = ep/(AT), l'équation du champ self-consistant devient 
3 1 
Pt = res (eV — 1) ou Vip=-r(eï—1), (28.13) 


i.e. la longueur de Debye figure de nouveau comme le paramètre 
déterminant la répartition du potentiel. Bien que maintenant la loi 
qui régit la variation du potentiel soit différente (elle n’est pas expo- 
nentielle), il devient clair des considérations physiques que dans 
ce cas on observe également l'effet d'écran dû aux charges mobiles, 
et ceci à la distance de l’ordre de la longueur de Debye. 

Au $ 22 en discutant des caractéristiques de sonde nous avons 
fait la réserve que près de la sonde l'épaisseur de la couche de charge 
volumique doit être petite, pour que les électrons puissent la tra- 
verser sans Subir de collisions. Cette épaisseur doit donc être de 
l’ordre de la longueur de Debye, de sorte qu’il est facile de l’appré- 
cier, si on connaît la concentration des particules chargées et la 
température du gaz (cf. problème 3 au présent chapitre). 

- Notons que l'expression du courant électronique vers la sonde 
déduite précédemment peut s'obtenir en recourant à d’autres rai- 
sonnements et en utilisant la distribution de Boltzmann. Conformé- 
ment à la distribution de Boltzmann la concentration des électrons 
au voisinage immédiat de la sonde vaut 


Ro = net(U-Uo)/(&T), 


Ceux d’entre eux qui se déplacent dans la direction de la sonde tom- 
beront sur elle. de sorte que la densité de courant 


lil = ej — Le - Le? etU—Uo)/(AT), 


Cet exemple illustre la liaison étroite qui existe entre les distribu- 
tions de Maxwell et de Boltzmann. 

A titre de conclusion voici quelques remarques sur l’applicabilité 
de la méthode du champ self-consistant. Bien que l'équation (28.13) 
puisse être utilisée pour des potentiels beaucoup plus grands que 
(28.8), il ne faut pas perdre de vue qu'il existe une autre restriction. 
En utilisant le concept de la densité de charge dans l'équation de 
Poisson, nous sous-entendons que soit dans les volumes où le poten- 
tiel change encore relativement peu il y a beaucoup de particules 
chargées, soit. si cette condition n'est pas observée, il faut prendre 
pour la densité de charge sa moyenne dans le temps. 

Dans le premier cas, en évaluant le volume par la grandeur 6° 
il faut écrire 

nô > 1. 


Si on y porte la longueur de Debye tirée de (28.9), on obtient que 
l’équation est applicable avec 


n & (ee, KTIe}. (28.14) 
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Ainsi, à la température ambiante (T = 300 K) dans un semiconduc- 
teur avec & — 10, ceci donne nr 10! cm”. 

Dans le deuxième cas, lorsque la condition (28.14) est violée, 
il faut entendre par q et #7 les moyennes dans le temps. Dans les 
champs faibles, d’après (28.5) 


p=en,(1—ev/@T) & —en, _ $ (28.15) 


i.e. la densité de charge est liée linéairement au potentiel ; donc, la 
moyenne dans le temps de la concentration est déterminée à l’aide 
de la moyenne dans le temps du potentiel par la même condition 
(28.15). On peut donc admettre que l'équation (28.8) est vérifiée 
pour les valeurs moyennes du potentiel. Pour ce qui est des champs 
forts, puisque lors de la non-observation de la condition (28.14) 
la moyenne de l’exponentielle ne coïncide pas avec sa valeur calculée 
pour le potentiel moyen: 


{erv/CT)) 2 eLPYUET), 


on ne peut pas utiliser la relation (28.5), de sorte qu’on ne peut pas 
appliquer l'équation (28.13) pour le calcul du potentiel moyen dans le 
temps. 

Pour les gaz on peut également obtenir des équations et des 
conclusions apparentées. Une certaine différence est due à ce que 
dans les gaz sont mobiles tant les charges négatives (électrons) que 
les charges positives (ions). Toutefois, nous ne nous attarderons 
pas à l'examen de cette question. 


Problèmes du chapitre 4 


1. Au niveau de la mer l’air atmosphérique comporte 78 % d'azote et 22 % 
d'oxygène (en volume). Quel est le pourcentage de ces gaz à l'altitude égale 
à l'épaisseur efficace de l'atmosphère, si on peut admettre qu'elle est en équi- 
libre à la température T = 300 K ? 

Solution. D'après (26.6) pour une masse molaire de l'air pu, = 
— 0.029 kg/mole, l'épaisseur efficace de l'atmosphère est 

RT 8,3-300-109 


EE ————— =8.75.140 8,75 km. 
Feu Has 29.981 8,751 m=—8,75 km 


En vertu de (26.3) la concentration à l'altitude Herr 


—HO2SHerr/CRT) —UN2SHert/CRT) 
L LC] 


RO» — 02 ()e PNe = Ne (0)e 


On en tire le pourcentage de l'oxygène 


RUE 10070, (0) 

Pos = PRE EE EE NE RENE TEEN T PSE PT THEREP7 ED à TE 

O2 FO2 FANe no. (0)+ny, (0) e (Ne UOs)8Hert/CRT) 

a 100n9, (0) (: & lNe (0) (UXe ES HO) £Hett ) = 20% 
= 2 nos W- (0) +nx, (0) RO: (0) +nx, (0) RAT = eV Ne 


7—-01:85 
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où on a utilisé le fait que 


HOz— HN: 


HOs Ne Mafllert Ho: UN: 
CR pr — = 


& 
Ha RT E Ua 29 <1- 
Le pourcentage de l'azote 


PNa = 100 — po, = 80 °. 


2. Dans l'expérience de Perrin on utilise les particules de densité P = 
= 2,6 g:cm+ et de diamètre 2r — 0,1 um en suspension dans l’eau. Quel est 
le rapport de la concentration des particules au fond et à la distance de 1 mm 
du fond à la température T = 300 K? 

Solution. La masse efficace d’une particule 


m'=+ ar (P— Po) =8-10"5 g. 


Le rapport des concentrations est 
em'SH/RT) Les à 7,5. 


3. Dans le plasma la concentration des électrons et des ions est n — 
= 101? cm. La température des ions et des molécules neutres est T — 300 K:- 
Evaluer l'ordre de l’epaisseur de la couche de charge volumique au voisinage 
de la sonde. 

Solution. Suivant l’ordre de grandeur, l'épaisseur de la couche de 
charge volumique est égale à la longueur de Debye. Dans notre cas 


ô= Ver kT/(eèn) = VekTI(ein) = 7 um 


(permittivité diélectrique e—=1; charge de l’électron — e = 1,6.10-19 C; 
€o = 8,85-10-1? F/m; k = 1,38-10-23 J/K). 


CHAPITRE 5 
DISTRIBUTION DE GIBBS 


$ 29. Fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann 


Au $ 20 nous avons établi qu’en l'absence de champs extérieurs 
la fonction de distribution f, qui détermine le nombre moyen de 
particules dV contenues dans le volume de l’espace des impulsions 
dS et le volume de l’espace ordinaire dt, est donnée par l’expres- 
sion (20.3) que nous récrirons pour la commodité des références : 


n -p2/0° 
dW = f dt ds — rm T) TE e-Pi/(2m0k1) qQ dt. (29.1) 
Elucidons maintenant comment se présente la fonction de dis- 
tribution d'équilibre en présence des champs de forces. Dans ce cas la 


répartition des particules dans l’espace est inhomogène et le nombre 
de particules contenues dans l'élément de volume dt est 


n (r) dr, (29.2) 


CH. 5] DISTRIBUTION DE GIBBS 99 


où n(r) est la concentration. La distribution en impulsions reste 
maxwellienne, de façon que la probabilité dw pour l'impulsion d’être 
comprise dans dQ est définie d’ après (17.1) par la formule 
1 
= —— 0 p*/(2mo8T) 
dw EEE p#/(2mokT) qQ. (29.3) 
Le nombre de molécules dV contenues dans le volume d+ et possé- 
dant l’impulsion tirée de d@ peut se calculer en multipliant (29.2) 
par la probabilité de la valeur correspondante de l'impulsion (29.3), 
i.e. 
’ n (r) 2/(2 
AN=n(rndrdW- eme © p°/C2 mukT) dr dQ. (29.4) 
Cette expression se distingue de (29.1) seulement par le fait que, 
maintenant, la concentration n’est pas un nombre constant, mais 
change d’un point à l’autre. Puisque dans le cas d'équilibre la dé- 
pendance de la concentration avec la coordonnée est déterminée 
par la distribution de Boltzmann (25.13), la relation (29.4) peut se 
récrire sous la forme 
(rD/RT) 1 —eD(/ET) - p2/(2mokT) 
dN=n (r;) ep F3 TankT}e © eptr e PAS dt dQ, (29.5) 
où n (r) est la concentration des molécules en un point r, et €, (r;) 
leur énergie potentielle en ce même point. 
Une autre forme de relation s'obtient si le facteur qui ne dépend 
pas des coordonnées courantes r et de l'impulsion p est désigné 
par C y et si on réunit les facteurs exponentiels : 


dN= Ce” lp+r/EmolED gr do. (29.6) 
Le cuefficient constant C \; vaut 
Cy=n (r,) efptro/UT) 1 


CamkT}s * 


Pour le calculer il faut connaître la concentration des molécules ne 
serait-ce qu’en un seul point de l’espace. Il existe un autre procédé 
pour déterminer cette grandeur, qui est souvent plus commode. 

Si on connaît le nombre total de particules N appartenant au 
système envisagé, alors, étant donné que l'intégrale de la fonction 
de distribution doit être égale, par rapport à toutes les valeurs de 
l'impulsion et des coordonnées, au nombre total de particules, on 
obtient l'équation déterminant C,: 


N=C» Î e”Leptr+p22mo/RT) Gr dO. (29.7) 


On lui donne généralement le nom de condition de normalis 
Ainsi, en présence des champs de forces extérieurs la fonéfi 
distribution d'équilibre est de la forme (29.6), où la constantd eèYdéter 
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minée par la condition (29.7). Cette fonction de distribution, qui 
réunit en soi la loi de distribution de Maxwell dans l’espace des 
impulsions et la loi de distribution de Boltzmann dans l’espace 
ordinaire, porte le nom de fonction de distribution de Maxwell-Boltz- 


mann. 


$ 30. Distribution de Gibbs en tant que généralisation 
de la distribution de Maxwell-Boltzmann 


Dans ce qui suit nous parlerons de plus en plus souvent des 
particules dont les coordonnées sont comprises dans l'intervalle dt 
et les composantes de l’impulsion, dans l'intervalle dQ. Pour abré- 
ger les énoncés, et en définitive, pour rendre le texte plus suggestif, 
il convient d'introduire la notion d'espace des phases d'une particule 
ou espace p. 

Par espace des phases ou espace y on entend un espace à six dimen- 
sions, où suivant les trois axes on porte les coordonnées de la particule, 
et suivant les trois autres axes, les composantes de son impulsion. La 
position d’un point dans l’espace des phases à six dimensions est 
déterminée par six coordonnées. Ainsi, lorsqu'on dit que la molécule 
se trouve en un point de l’espace des phases, cela signifie qu'on con- 
naît ses coordonnées spatiales et les composantes de son impulsion. 
Un élément de volume de l’espace des phases noté par la suite dy 
est donné par le produit des différentielles des six coordonnées, i.e. 


dy = dx dy dz dp> dpy dpz = dt dQ. (30.1) 


I1 découle de ce qui précède que lorsqu'une particule se trouve dans 
une région de l’espace ordinaire dt et son impulsion tombe dans le 
domaine de l’espace des impulsions dQ, on peut l’exprimer sommaire- 
ment en disant qu'elle se trouve dans la région dy de l'espace des 
phases. 

Du point de vue de la notion qui vient d’être introduite la dis- 
tribution de Maxwell-Boltzmann obtenue au paragraphe précédent 
donne le nombre moyen de molécules se trouvant dans un élément 
de l’espace des phases dy, et les formules (29.6) et (29.7) peuvent être 
récrites sous la forme 


aN = Cye”lpt+P/2mo/ ET) qu, 
N=Cx | e7tep(n+p#/molCT) qe, (30.2) 


Au lieu de s'intéresser au nombre moyen de particules se trou- 
vant dans dy, on se demande parfois quelle est la probabilité pour 
l'une d’entre elles de se trouver dans les limites de ce volume. La 
probabilité correspondante dW vaut 


dW = dN/N = j dy/N. 
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Cette expression montre que cette probabilité est proportionnelle 
à l'élément de volume de phase dy, i.e. la grandeur w = f/N a le 
sens de la densité de probabilité. Si on y porte la valeur de la fonc- 
tion de distribution de Maxwell-Boltzmann et introduit la notation 
Cx = Cn/N, il vient 


dW=xw(r, p) dy= + dy= Ce” Lept+p4/CmolRT Qu, 


ou, en tenant compte que € = €, (r) + p°/(2m) est l'énergie totale 
de la molécule, 


dW=xw(r, p) dy=C,e-e/£T) dy. (30.3) 


Le facteur constant C, est déterminé par la condition de norma- 
lisation de la densité de probabilité 


| dW=Cy Î e-"/E dy= 1. (30.4) 


Ainsi, la densité de probabilité de Mazwell-Boltzmann est donnée par 
la relation (30.3), où la constante C,. se calcule d'après la condition de 
normalisation (30.4). 

Considérons maintenant la probabilité dW (r;, P1; re, P:) pour 
que la molécule Z tombe dans l'élément de volume de l’espace des 
phases dy, et la molécule 2 dans l’élément dy.. Si l'interaction entre 
elles est négligeable, les événements sont indépendants, et alors 


dW (rs Pi5 ro Pr) dW(r,, P;)dW (r2 p:)= 
= Cet) dy,.Ce-t2/(kT) dy, = Cie” (e1+e2)/(ET) dy, dy. 


On peut aller encore plus loin et calculer la probabilité pour toutes 
les N molécules constituant le gaz. En effet, soit à un certain moment 
le gaz se trouve dans un état tel que la première molécule tombe dans 
l'élément du volume des phases dy,, la deuxième dans l’élément dy,, 
la troisième dans dy;, etc., jusqu'à la dernière molécule N qui se 
trouve dans l’élément dyx. Quelle est la probabilité d’un tel état 
pour un gaz parfait ? 

En admettant toujours que dans un gaz parfait le mouvement de 
toutes les molécules est indépendant (gaz suffisamment raréfié), 
on établit sans peine que la probabilité totale 


dW(r,, Pi: To P2: -..:; ln: Pn) = 
= Câe”(eiteste..+e UT) dy, dY: .. dYy- 


La somme des énergies de toutes les molécules est l'énergie totale 
du gaz, i.e. 


E TE ht... + En = 6 (ri, Pas Fo Pas ce ls PN). 
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Dans ce qui suit nous écrirons simplement €, sans écrire tous les 
arguments de cette fonction, mais en entendant toujours que l'éner- 
gie totale est fonction des coordonnées et des impulsions de toutes 
les V molécules qui font partie du système envisagé. 

Il est commode également de généraliser la notion de l'espace 
des phases et de considérer non pas l'espace u, mais l'espace des phases 
total du système tout entier (espace l'). Par espace des phases du système 
composé de N particules on entend l'espace à GN dimensions suivant 
les axes duquel on porte 3N coordonnées et 3N projections des impulsions 
de toutes les particules constituant le système. Un point de l'espace des 
Phases détermine les coordonnées et les impulsions de toutes les particu- 
les et, de ce fait, détermine complètement l'état du système. Un élé- 
ment de volume de l’espace des phases total noté d' est égal à 


dT = dr, dy d2; dPx1 dPyi MPa - + + dt x dy v dZn dPxx dPyn dP:N = 
= dr, dQ, dr, df, . .. dry dQO y = dy; dye - - . dyn- 
Introduisons une nouvelle notation pour le facteur constant C\ : 
Cd —eF/RT), 
autrement dit déterminons la grandeur F par la relation 
F=KkT In (Cà). 


Maintenant, la probabilité totale peut s’écrire sous la forme sui- 
vante qui porte le nom de distribution de Gibbs: 


dW (r,, Pi5 5; nv pr) = ef") qr. (30.5) 


Il’convient de souligner qu'à la différence de la distribution de Max- 
well-Boltzmann qui traduit la probabilité de l’état donné pour une 
molécule de gaz parfait, la distribution de Gibbs détermine la pro- 
Cr de l’état du gaz dans son ensemble, i.e. de toutes ses V molé- 
cules. 

La formule (30.5), bien simple à première vue, est si riche de con- 
tenu et si profonde, qu'il est légitime de la nommer relation centrale 
de toute la physique statistique des états d'équilibre. C’est que bien 
que cette formule ait été obtenue pour un gaz parfait, en fait, comme 
l'a montré Gibbs, elle est valable pour n'importe quel système. 

En établissant la théorie de chaque branche de la physique, il est 
ordinairement commode de retenir comme base quelques proposi- 
tions principales peu nombreuses pour expliquer tous les phénomènes 
relatifs à cette branche. Les propositions principales sont justifiées 
soit par vérification expérimentale directe, soit indirectement, lors- 
que toutes les conclusions, obtenues sur leur base, correspondent aux 
données de l'expérience. Ainsi, en mécanique le rôle des propositions 
principales est tenu par les lois de Newton. En électrodynamique, 
ce sont les équations portant le nom de Maxwell. D'une façon ana- 
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logue, pour la physique statistique des états d'équilibre on peut 
adopter la distribution de Gibbs en guise de proposition fondamen- 
tale, et alors toutes les propriétés des systèmes se trouvant en équi- 
libre se déduisent en justifiant cette distribution. 

La distribution de Gibbs déterminant la probabilité pour qu'un 
système d'équilibre se trouve à l'un des états appartenant à l'élément 
de volume dT de l'espace des phases du système est donnée par la for- 
mule (30.5), où € est l'énergie du système à l'état appartenant à dr 
donnée en fonction des coordonnées et des impulsions de toutes les par- 
ticules constituant le système, T la température, F certaine grandeur 
nommée énergie libre et définie par la condition de normalisation (30.6) : 


| dW— \ etF-EVRT) GP — eF/RT) Î e SAT) GT — 1 (30.6) 
ou . 
= —ÀT In2Z, (30.7) 
où 


7= | e” 8/87 qr (30.8) 


est la grandeur appelée intégrale des états. 


$ 31. Exemple d’un gaz parfait monoatomique 


Comme premier exemple d'application de la distribution de Gibbs 
examinons encore un gaz parfait monoatomique. Bien que dans ce 
cas le résultat soit déjà connu, notre but est de montrer comment la 
distribution de Gibbs est appliquée à un problème concret; nous ne 
prendrons donc pas en considération tous les résultats précédents, 
mais utiliserons seulement la distribution de Gibbs et les renseigne- 
ments sur la structure du système envisagé. 

Si les N molécules d'un gaz parfait sont enfermées dans un réci- 
pient d’où elles ne peuvent pas s'échapper, on peut admettre qu’elles 
se trouvent dans le champ de forces extérieures, dont l'énergie po- 
tentielle forme un puits de profondeur infinie. En effet, l’énergie 
potentielle d’une molécule à l’intérieur du récipient est constante 
et on peut admettre qu’elle est nulle; d'autre part, pour extraire la 
molécule, il faut appliquer un travail infiniment grand, de sorte 
que hors du récipient l'énergie potentielle est pratiquement infinie. 

À la température donnée 7 la probabilité de l’un des états du 
gaz décrits par les points de l'élément du volume de phase dl est 
déterminée par la distribution de Gibbs (30.5). Appliquer cette for- 
mule au gaz parfait signifie indiquer la valeur de # et de F pour ce 
cas concret. 

Dans un gaz parfait, les molécules ne sont pas en interaction 
mutuelle; l'énergie totale € est donc égale à la somme des énergies 
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des molécules isolées : 
N 
E= 2 8; (31.1) 


L'énergie d’une molécule est égale à la somme des énergies cinéti- 


que et potentielle, i.e. 
2 


P 
= + En (31.2) 


où l'énergie potentielle €,; est une fonction des coordonnées de 
l’i-ème molécule, telle qu’elle soit nulle à l’intérieur du récipient 
et infinie hors de ce dernier. Ainsi 


À 3 
£= > Es +eps (|. (31.3) 
ii 


Il reste à trouver la valeur de l'énergie libre F et alors seront 
connues toutes les grandeurs déterminant la distribution de Gibbs 
pour le problème concret donné. Puisque l'énergie libre s'exprime 
simplement à l’aide de l'intégrale des états Z, tout se ramène au cal- 
cul de cette dernière. Dans ce problème de la physique statistique, 
ainsi que dans tous les autres, c’est ce qui présente justement la plus 
grande difficulté. 

D'après la définition de l'intégrale des états (30.8) on peut écrire 
en utilisant la propriété du gaz parfait traduite par la formule 
(31.1) : 

D 
. _ €:/(RT) 
z= [e-t#nare(... fe 1 dy... dyv. (81.4) 


nn” 
N 


L'intégrale à 6N dimensions de (31.4) se présente sous forme du pro- 
duit de N intégrales à six dimensions: 


7e ( e-"/UT) dy, \ e- EU) dy, | e"tMET) que, (31.5) 
ve qui permet, justement, de mener le calcul à sa fin. En effet, tou- 
tes les intégrales de (31.5) sont identiques et ne se distinguent que 


par la notation des variables d'intégration, ce qui n'intervient 
naturellement pas dans leur valeur. Ainsi, 


2=[fe-wanay |". (31.6) 
Désignons l'intégrale entre crochets par z et calculons-la: 
= | e—/AT) dy, = Î etPEmo tel Gr, dO, . 
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En la mettant sous la forme 
2= [e-rimen go, | ere gr, (31.7} 


ramenons le problème au calcul de deux intégrales à trois dimensions. 
La première intégrale a été déjà calculée en étudiant la distribution 
de Maxwell; elle vaut (2x m,kT}%/2. Cette expression se déduit de la 
condition de normalisation pour la distribution de Maxwell prise 
sous forme de la dernière équation de (17.1). 

Le calcul de la deuxième intégrale est encore plus simple. Puis- 
que hors du récipient €,, = oc, l'expression figurant sous le signe 
d'intégration est nulle. À l’intérieur, €,, — 0, de sorte que l’expres- 
sion intégrée est égale à l’unité. Il reste ainsi l'intégrale par rapport 
à dr, prise sur le volume du récipient, i.e. 


dt; =, 
où V est le volume du récipient contenant le gaz. 
Ainsi, 
Z=2N = V* (Onm,kT)S/2N (31.8y 
et donc 


=—#TinZ=—#TN [in V+<inT+< in G@amok) |. (81.9) 


Portons notre attention sur le fait que, comme le montre bien la 
formule (31.9), l'énergie libre F est fonction des variables telles que- 
le volume occupé par le système et sa température; mais si on envi- 
sage sa dépendance avec les coordonnées et les impulsions des molé- 
cules isolées, cette même énergie doit être considérée comme une 
constante. 

Ainsi, dans la distribution de Gibbs pour un gaz parfait monoato- 
mique l'énergie est définie par la formule (31.3) et l'énergie libre, par 
la formule (31.9). En connaissant la distribution de Gibbs, i.e. la 
probabilité des différents états du système, on peut calculer la valeur 
moyenne de toute grandeur physique de ce système. Dans le chapitre 
suivant nous montrons que le recours direct à l’énergie libre F du 
' rend le calcul de la plupart de ces grandeurs relativement 
simple. 

Pour mieux comprendre le sens de la distribution de Gibbs, con- 
sidérons l'exemple numérique suivant. Supposons qu’un gaz mono- 
atomique, l'hélium par exemple, dont le nombre de molécules est. 
10 *, occupe à la température de 27 °C le volume V égal à 1 1. Nous. 
pouvons admettre alors que le gaz est parfait. Quelle est la proba- 
bilité de l’état dans lequel toutes les N molécules se concentrent dans. 
la région du récipient égale à 0,1 de tout le volume, les vitesses des 
molécules ayant presque la même valeur comprise dans l’intervalle- 


406 STATISTIQUE CLASSIQUE DES ÊÉTATS D'ÉQUILIBRE fP. IT 


de 300 à 301 m/s? La réponse est donnée par la formule (30.5), où 


dr = dt, dQ, dte dQ, ... d'y dQ,, 
avec 


dt, = dt. =...—=dTt,; — 0,1, 
et 


dQ, = dQ, = ... = dQy = 4np° dp = 4nv? dumi, 


où v — 300 m/s (ou 301 m/s), du — 1 m/s, m, = 4,68-10-* kg, de 
sorte que dQ = 1,17-10-7% kgÿ-mÿ-s"3. 
L'énergie de cet état 


N 
€= Ÿ p}(2m,)= Np?/(2m,) = 2,110"? J. 
ES 


L'énergie libre se calcule d’après la formule (31.9). Dans notre 
<as il est plus commode de la mettre sous la forme 
l 1 NRT 
F = in | V nmokT fe | 
alors le facteur exponentiel dans la formule de Gibbs donne 
etF-6)/UT) _ 1 1 —!{[ET) 
VV (amokT) 3/0 ‘ 
Par analogie avec le facteur V, le facteur 
(21m, kT }°/? 


peut être considéré comme volume efficace dans l’espace des impul- 
sions, accessible aux molécules à la température T. Dans le problème 
considéré sa valeur numérique est 4,27.10-%? kg%.m°.s$. 

On obtient finalement 


uw _ AF-8XAT) ap [OAV \NS 4andumi IN -</(&T) 
dW =e def ] [ne | e” f 
Le facteur (0,1 V/V)Y — 10-Y correspond à la probabilité pour toutes 
les molécules d’être concentrées dans le volume égal à 0,1 V. Comme 
nous l'avons déjà montré au $ 13 cette probabilité est très petite. 
Le deuxième cofacteur 
[ 4° dumi jee 
(27am04T)S/? 
détermine la probabilité pour que les vitesses de toutes les molé- 
cules se trouvent dans l'intervalle considéré. Il est également très 
petit. Les résultats obtenus montrent que la probabilité de l'état 
choisi est négligeable. Ceci s'explique par ce que le nombre total 
d'états du système comprenant 10? molécules est extrêmement grand 


(on suppose que le volume de phase qui revient à une particule est 
le même pour tous les états). 


, 
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$ 32. Distribution de Maxwell-Boltzmann 


Si on admet que la distribution de Gibbs est le postulat fonda- 
mental de la physique statistique des états d'équilibre, il est facile 
d'obtenir avec son aide la distribution de Maxwell pour les impul- 
sions et la distribution de Boltzmann pour les coordonnées. Alors, les 
raisonnements assez longs et pas tout à fait justifiés qui ont abouti 
à la distribution de Maxwell-Boltzmann aux chapitres 3 et 4 de- 
viennent inutiles. 

Prenons pour système une molécule unique d’un gaz parfait. 
Dans ce cas l’espace des phases du « système » coïncide avec l’espace 
des phases d’une particule, de sorte que dl — dy. D’après la formule 
de Gibbs, on obtient pour la probabilité de l’état considéré du systè- 
me composé d’une seule molécule 


dw—etfr-é)/an) q,, (32.1) 


où € = p*/(2m,) + &, (r) est l'énergie de la molécule. 
L'expression (32.1) peut être mise sous une forme qui rend évi- 
dente sa coïncidence avec la distribution de Maxwell-Boltzmann 


dW =C e-Pt2morT)e (ET) qr qQ, 
où la constante de normalisation C,, — ef/{#T) est déterminée par 
l'égalité 
Cy= [ e-P2/(2mo8T) dQ. ( e 7 p(n/URT) die = 
J  . : 
= (2m AT) "| | e”"p/ AT) ar] | 


Pour réaliser le calcul définitif de C, il faut que soit donnée 
l'énergie potentielle de la molécule. Ainsi, lorsque la molécule se 
trouve dans une boîte et il n'existe pas d’autres forces extérieures 
que celles qui agissent de la part des parois, il vient 


\ e7tp/AT) dt = Ÿ, 


où Fest le volume de la boîte, et 


1 1 
Cu = CrmokT}le V 


Lorsqu'on envisage une colonne de gaz ayant une base d'aire S 
et placée dans le champ gravifique de la Terre €, = m,g2, on a 


Î el) jr = | dz | dy | dee-mesan = ST =S Herr 
et 


CT +. 
& (2amakT} le Slett 
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Il se peut que l’exemple mentionné ne suffit pas pour convaincre 
que le choix de la distribution de Gibbs comme base pour édifier 
la physique statistique des états d'équilibre soit raisonnable, du 
fait qu'ici on n’a fait qu’inverser tous les calculs précédents utilisés 
pour la justifier. Toutefois, dans ce qui suit, et notamment dans la 
statistique quantique, l’une des formes de la distribution de Gibbs 
sera utilisée pour obtenir de nouveaux résultats. 


Supposons que nous nous intéressons aux particules d'énergies si grandes 
que leur vitesse est proche de celle de la lumière c. Naturellement, pour déter- 
miner les caractéristiques statistiques de telles particules, la distribution de 
Maxwell qui ne tient pas compte des effets de Ê relativité est inapplicable. 
Mais si on tient compte des effets relativistes, quelle est alors la distribution 
des particules par rapport aux impulsions? La réponse s'obtient aisément si on 
recourt à la distribution de Gibbs. 

En retenant cette fois encore comme système une seule particule, on trouve 


du=Cye UT) QQ dr. 
Si la particule se trouve dans un puits de potentiel, en dehors de lui l'énergie 
de la particule est infinie, et à l’intérieur elle est définie par la formule connue 
d'Einstein e& = mc°, où m = mo/W1 — v?/c° est la masse de la particule, qui 
dépend de la vitesse, mQ la masse au repos. 
Dans la théorie de la relativité l'impulsion est égale à 


p=mv=mov/ VT— ve. 
En exprimant dans cette équation la vitesse en fonction de l'impulsion, on 
obtient 
PR RE 
mit pile?” 
Si maintenant on porte ceci dans l'expression de l'énergie, on obtient cette 
dernière comme fonction de l'impulsion: 


v 


EL CS moc? 7 VrE 

Vive Vie (met Pen — LE 

De cette façon, à l'intérieur du puits la probabilité cherchée est égale à 
dWw=C ue" V 1+p#/(mact);(RT) d@ dr 


et elle est nulle à l'extérieur. La constante C, est définie par l'expression 


co 


5 … si 
CL= +| | emo V TPM RD De QD | 
0 
ou 
1 ui ré 1 
Co y [ Î e=lmoct/(RT)] VTrrea | | 
0 


où l'on a noté y = p?/(mêc?). L'intégrale 


F= Î e{moe/T)] V TFUE 2 Qy 
0 
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ne peut se calculer en fonctions élémentaires, mais elle dépend du paramètre 
unique & = kT/(moc*) et la courbe de la figure 5.1 traduit la relation corres- 
pondante obtenue par intégration numérique. : 
Dans les cas qui se présentent couramment, la valeur du paramètre est 
etite (£<& 1), l’exponentielle décroît rapidement même vour de petites va- 
fours de yet c'est pourquoi en admettant dans 


l'exposant f@) 
VIF = 1+yt/2, 8 

on trouve : 
4 4 

fe muet/T) \ o (mt TIIUE dy = 3 
0 2 


— 


= Varenne (AT) 
0 
05 10 15 & 


= pVe- tp, Ë 
Fig. 5.1 


Avec de grandes valeurs du paramètre 
(&> 1), l'exponentielle ne diminue sen- 
siblement que pour les valeurs de ‘y > 1; donc 


œ 
um. kT_\3 

= | e-Urue/RTIu dy = 2 (5) = 25, 
0 


Ainsi, il découle de ce qui précède que La distribution de Gibbs conduit 
directement à la distribution de Marwell-Boltzmann et en l'appliquant 
on peut obtenir d'une façon simple d'autres distributions, par exemple 
celles qui tiennent compte des effets relativistes. 


$ 33. Equipartition de l’énergie suivant 
les degrés de liberté 


Dans les applications il importe souvent de connaître l'énergie 
moyenne du système ou de ses molécules constitutives isolées. Il 
s'avère que pour la valeur moyenne de l'énergie cinétique il existe 
une expression simple et commode que nous allons examiner. 

Jusqu'à présent nous avons envisagé les molécules comme des 
points matériels pour lesquels l'énergie cinétique 


ee = p/(2m0) = (PE + pa + PA) (2m). 


Au chapitre 3 nous avons trouvé à l’aide de la distribution de Max- 
well (cf. (17.2)) que (p£) = mkT, de façon que pour la valeur 
moyenne de l'énergie cinétique correspondant au mouvement le long 
de l’axe des x nous obtenons 


(ecx) = (ps V(2mo) = kT/2. (33.1) 
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Exactement les mêmes égalités ont lieu pour l'énergie cinétique du 
déplacement le long des axes des y et des z: 


(Eeu) = (8cz) = kT/2. (33.2) 
La valeur moyenne de l'énergie cinétique totale est égale à 
(ec) = (Ecx) + (eey) + (ec:) = “ART. (33.3} 


Les formules (33.1) et (33.2) peuvent être interprétées de façon 
qu'à chaque degré de liberté d’une particule correspond la même éner- 
gie cinétique moyenne égale à AT/2. La valeur moyenne de l'énergie 
cinétique d’un point matériel à trois degrés de liberté est égale à %/,4T. 
Ce résultat est un cas particulier de la règle générale, d'après laquelle 
à chaque degré de liberté de tout système classique en équilibre correspond 
une énergie cinétique moyenne égale à kTi2. 

Ainsi, si on envisage un gaz composé de molécules polyatomi- 
ques, ces dernières doivent être considérées non pas comme des 
points matériels, mais plutôt comme des corps solides possédant des 
dimensions petites mais finies. Un solide possède six degrés de liber- 
té. En effet, la position de son centre des masse: est donnée par trois 
coordonnées, ce qui correspond aux trois degrés de liberté de la 
translation, et sa position dans la rotation autour du centre des 
masses est déterminée par trois autres coordonnées définies générale- 
ment par les angles d’Euler. Les coordonnées angulaires déterminent 
trois degrés de liberté rotatives complémentaires. De la sorte, l'éner- 
gie cinétique moyenne de la translation des molécules du gaz est 
égale à NW (‘/.) AT, et cette même énergie correspond à leur rotation, 
de façon que l'énergie cinétique moyenne totale vaut 


(ee) = 6N (KT/2) — 3N KT. 


La démonstration intégrale du théorème de l’équipartition de l'éner- 
gie cinétique suivant les degrés de liberté est assez lourde et c'est 
pourquoi nous l’avons rapportée à l'annexe 35. 

Dans le cas général le résultat obtenu pour l'énergie cinétique n'a 
pas lieu pour l'énergie potentielle. Toutefois. pour l'énergie poten- 
tielle élastique qui est une fonction quadratique des coordonnées 
la moyenne est aussi égale à kT/2 par chaque degré de liberté corres- 
pondant à une coordonnée déterminée. Ainsi, dans le cas du mouve- 
ment unidimensionnel le long de l’axe des x, l'énergie potentielle 
élastique 


Ep = xr°/2, 
où x est la rigidité, et la valeur moyenne de l'énergie potentielle est 
(Ep) = x (12)/2 = ATI2. (33.4) 
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Pour le cas tridimensionnel on peut avoir 


17° Hay° #32° 
PER 2 ve 


{U) = 3kT'2. 


Avec le théorème de l'équipartition de l'énergie suivant les 
degrés de liberté la physique statistique classique a enregistré un 
grand succès, mais sa confrontation avec l'expérience a montré que 
son application est limitée. En effet, il a permis de donner une expli- 
cation bien simple de la différence des capacités calorifiques des gaz 
parfaits monoatomiques, diatomiques et polyatomiques. L'énergie 
interne d’un gaz parfait étant la valeur moyenne de l'énergie ciné- 
tique de ses molécules, d’après le théorème de l'équipartition 


U = N (i/2)&T, (33.5) 


où i est le nombre de degrés de liberté de la molécule. Au gaz mono- 
atomique il convient d’affecter trois degrés de liberté par atome, du 
fait que la position d’un atome est déterminée par trois coordonnées. 
La position d’une molécule diatomique dans l'espace peut être don- 
née en indiquant la position de son centre des masses (trois degrés 
de liberté) et deux angles déterminant la direction de son axe dans 
l’espace (encore deux degrés de liberté). Ainsi, pour une molécule 
diatomique à vaut cinq. Enfin, une molécule polyatomique, si on 
l'envisage comme un petit corps solide, possède six degrés de liber- 
té, dont trois correspondent à la translation. et trois à la rotation. 
Par rapport à une molécule diatomique on peut envisager un degré 
de liberté complémentaire comme correspondant à l’angle de rota- 
tion autour de l'axe dont la direction est donnée par deux autres 
coordonnées. 

Dans toute une série de cas la relation (33.5) s'accorde bien avec 
l'expérience, ce qui semble justifier la théorie. En examinant la 
question de plus près, on découvre toutefois que si le théorème de 
l'équipartition de l'énergie suivant les degrés de liberté était valable 
sans aucune réserve, il ne pourrait pas coïncider avec l'expérience. 
Pour s’en rendre compte il suffit, par exemple, de se rappeler que 
les atomes se composent d’un noyau et des électrons qui gravitent 
autour de ce dernier. Si on prend en considération les degrés de liberté 
relatifs aux électrons séparés, l'énergie cinétique moyenne de l'atome 
devrait être sensiblement plus grande. 


$ 34. Fluctuations dans les appareils de mesure 


Pour illustrer la généralité de la distribution de Gibbs montrons. 
comment elle permet d'obtenir une solution bien simple de la ques- 
tion de grand intérêt pratique des fluctuations des lectures des appa- 
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reils de mesure. Examinons d’abord le système mécanique le plus 
simple représenté sur la figure 5.2. Ce système formé par une masse m 
fixée à un ressort de rigidité x constitue le modèle de nombreux 
appareils de mesure. Ainsi, un galvanomètre comporte une aiguille 
{masse) et un ressort en spirale qui assure le retour de l'aiguille en 
position d'équilibre. Dans une balance d'analyse, la masse du sys- 
tème mobile est ramenée à l’état d'équilibre 
LIN par la force de pesanteur dont le moment 
est proportionnel à l'angle caractérisant 
l'écart de la position d'équilibre, i.e. dans 
ce sens le moment de la pesanteur est ana- 
logue à la force élastique du ressort. Il 
existe encore un bon nombre d’autres 
exemples. 
L'’équation du mouvement d’une balance 
à ressort représentée sur la figure 5.2 est 


de la forme 
mi = — — 17 + F + mg (34.1) 
(ici z’ est la coordonnée de la masse 
Fix. 52 m, —%xz la force élastique du ressort, 


—n la force de frottement qui apparaît 
lors du déplacement de la masse dans le milieu ambiant, F la 
force extérieure mesurée, mg la pesanteur appliquée à la masse). Si le 


système est au repos, on a 2 =2 —0et l'équation (34.1) entraîne 
2, = (me + F)lx’. 


La coordonnée z, correspond 2 l'équilibre de la masse sous l’action 
des forces appliquées. 

Pour la suite il est commode d'introduire la coordonnée z = 
= z' — z,, caractéristique de l'écart de la position d’équilibre. 
Alors, l'équation du mouvement devient 


mz + n2 + «2 = 0. (34.2) 


Pour la question envisagée des fluctuations, i.e. des oscillations 
thermiques désordonnées de l'indicateur d’une balance à ressort m, 
c'est le terme n2 de l'équation (34.2) qui a une importance primor- 
diale. Ce terme décrit l'interaction de l'indicateur de l'écart avec 
le milieu ambiant, qui dans les traits généraux consiste en ce que 
les molécules du milieu en équilibre thermique, à une certaine tempé- 
rature 7, bombardent incessamment l'indicateur. En moyenne, tou- 
tes les directions des impacts sont équiprobables; donc, la lecture 
moyenne de la balance est nulle: (2) = 0. Si l'indicateur commence 
à se déplacer, les impacts de rencontre deviennente plus nombreux 
et la masse subit une contre-action à son mouvement décrite par le 
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terme donnant la force de frottement —n5. Lorsque la balance est 
en équilibre, les impacts ne sont compensés qu'en moyenne. Comme 
à un certain instant le résultat du bombardement de la balance par 
les molécules du milieu d’un côté peut devenir plus grand que du 
côté opposé, et à l'instant suivant peut se produire l'inverse, une 
observation attentive doit découvrir un mouvement désordonné 
ininterrompu de l'indicateur, de sorte que ce n'est qu’en moyenne 
que sa coordonnée z est nulle. La valeur des déviations, i.e. la valeur 
des fluctuations. est caractérisée, d’après l’usage, par la déviation 
quadratique moyenne par rapport à la position d'équilibre (2°). 

Du point de vue de la statistique, le problème de la balance est 
analogue à celui d’une grande molécule de masse m se trouvant dans 
le champ d’une force élastique d'énergie potentielle x:°/2 égale à 
l'énergie potentielle du ressort comprimé. Le contact avec le milieu 
fait qu'à la température T la balance se trouve à l'état d'équilibre 
thermique. Son état peut être défini par la position de l'indicateur 
(coordonnée z) et son impulsion (mi). D’après Gibbs, la probabilité 
pour que l'indicateur se trouve dans l'intervalle dz et possède l’im- 
pulsion comprise dans l'intervalle d (mi) est donnée par l'expres- 
sion 


ai = etF- 8) Qp — etF-B/ET) Q: q (m2), 


où € — m2?/2 + x:°/2 est l'énergie de l'indicateur égale à la somme 
des énergies cinétique et potentielle. 
La valeur des fluctuations est définie par l'expression générale 


c= | metre gr, 


mais dans le cas considéré il est plus facile de la calculer en appli- 
quant le théorème de l’équipartition de l'énergie suivant les degrés 
de liberté. En effet, pour l'énergie potentielle on observe les condi- 
tions mentionnées au paragraphe précédent et donc 


eu == ue , je. (2)=ATiu. (34.3) 


Les estimations numériques montrent (cf. problème 1 du présent cha- 
pitre) que dans des systèmes mécaniques réellement réalisables les 
fluctuations sont très faibles, de sorte qu’elles n'interviennent dans 
la précision des mesures que dans des cas exceptionnels. 

Il en est tout autrement dans les circuits de mesure électriques, 
où la sensibilité des dispositifs de réception et d'amplification est 
souvent limitée par les fluctuations thermiques. Supposons qu'à 
l'entrée d’un amplificateur à grand facteur d'amplification est placé 
un circuit oscillant monté suivant la figure 5.8. A partir des arma- 
tures du condensateur du circuit oscillant on applique au premier 


8—01488 


114 STATISTIQUE CLASSIQUE DES ÉTATS D'ÉQUILIBRE {P. IL 
——————————————————————————…——.——————————————…————— 


étage de l'amplificateur la tension U liée à la charge Q par la relation 
Q = CU, (34.4) 


où Cest la capacité du condensateur. Si le facteur d'amplification 
est assez grand et la tension de sortie est appliquée à un oscillo- 
graphe, on observera sur l'écran des oscillations désordonnées qui 
représentent les fluctuations thermi- 
il ques de la tension sur le condensateur. 
L'équation qui décrit le compor- 
tement du circuit oscillant est de la 

forme 


IR+U= LS (45 


= et signifie que la somme de la tension 

sur le condensateur et de la chute de 
tension sur la résistance À est égale 
à la f.é.m. de self-induction de la 
bobine d'inductance L agissant dans le circuit. En retenant que le 
courant / dans le circuit est lié à la charge du condensateur par la 
relation 


Fig. 5.3 


d@ _ 
te I, (34.6) 
on peut récrire l'équation (34.5) sous la forme 
d2Q dQ Q = 
LR +R = . (34.7) 


où l'on tient compte de la relation (34.4). 

L'analogie de cette équation avec (34.2) se jette aux yeux. Elle 
a un sens profond. Le terme contenant la résistance À joue le même 
rôle que le terme correspondant contenant le coefficient de friction 
dans (34.2), i.e. c'est lui précisément qui conditionne l'interaction 
des oscillations électriques dans le circuit avec l’agitation thermique 
des atomes du réseau cristallin du matériau dont est faite la résis- 
tance. Les atomes du réseau forment un thermostat, et leurs colli- 
sions avec les électrons mettent ces derniers en état de mouvement 
désordonné. Si un plus grand nombre d'électrons commencent à se 
déplacer dans le même sens, le condensateur se charge conformément 
à cette direction du courant. À l'instant suivant un plus grand 
nombre d'électrons se déplacent dans le sens inverse et le condensa- 
teur se recharge. De la sorte. l'apparition des fluctuations électriques 
est due directement aux mouvements aléatoires des électrons dans 
la résistance, produits par l'interaction avec le thermostat (réseau 
cristallin). 

L'état des oscillations électriques dans le circuit est donné si on 
connaît les valeurs de la charge Q (coordonnée) et du courant 7 
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(vitesse). Dans un état déterminé, l'énergie totale du circuit est 
égale à la somme des énergies électrique et magnétique: 


où l'énergie électrique Q°/(2C) est analogue à l'énergie potentielle 
xz°/2, et l'énergie magnétique LI*/2 à l'énergie cinétique m:°’2. 
D’après le principe de Gibbs, la probabilité pour que la charge du con- 
densateur ait dans un circuit la valeur comprise dans l'intervalle de Q 
à (Q + dQ) et l'intensité de courant varie entre I et I + dI est définie 
par la distribution de Gibbs 


aw=e"r#"#n ar, (34.9) 


où au lieu de € il jaut porter (34.8) et dl — dQ di. 
Maintenant on peut calculer la tension quadratique moyenne 
sur le condensateur : 
(U?) = (Q°)/C*, 


où la valeur moyenne (Q*) est déterminée à l'aide de la distribution 
de Gibbs (34.9), ou encore plus simplement, à l'aide du théorème 
de l’équipartition de l'énergie suivant les degrés de liberté: 


(Q=}/(2C) = AT'2. 
Les deux dernières relations entraînent que 
(CU?) = ATIC. (34.10) 


La formule (34.10) répond à la question sur la valeur des fluc- 
tuations, mais il est commode de la transformer légèrement en expri- 
mant la capacité en fonction de la résistance et de la bande passante 
du circuit. En utilisant les méthodes de l'électrotechnique on peut 
montrer que 

4/C —= A2r Av, 


où Av est la largeur de la bande des fréquences auxquelles est accordé 
le circuit et z8 — L/(RC) sa résistance active à la fréquence de ré 
sonance. De cette façon, la relation principale qui associe le carré 
moyen des fluctuations thermiques de la tension à la température 
et aux paramètres du circuit est de la forme 


(CU?) = 4kTzr Av. 
Ainsi, dans un récepteur à bande passante Av — 10 kHz qui fonc- 
tionne à la température normale T = 300 K et qui possède une ré- 
sistance d'entrée active z — 10 kQ, la valeur quadratique moyenne 
des fluctuations de la tension vaut 
VO) = V T2 Av © 1,2 pV. 

Si le signal d'entrée est inférieur à cette valeur, il est impossible 
de le détecter sur le fond des oscillations thermiques désordonnées. 
8* 
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$ 35. Gaz réel 


À titre d'un autre exemple. considérons l'application de la dis- 
tribution de Gibbs à un gaz réel, i.e. à un gaz où on tient compte de 
l'interaction des atomes ou des molécules qui le constituent. Bien 
qu'on ne parvient pas à résoudre ce problème avec précision, même 
une approche pas très exacte permet, comme nous le verrons par la 
suite (cf. $ 42), d'obtenir plusieurs résultats intéressants. 

L'énergie du système d’atomes en interaction peut s’écrire 
ACT 8 (35.1) 

? 


1# 


€ = Y pi (2m) +1, 


où €; est l'énergie potentielle de l'i-ième atome dans le champ de forces 
extérieures et €, l'énergie potentielle de l'interaction des i-ième et 
k-ième atomes. La somme est prise sur toutes les valeurs de à et de 
k non égales les unes aux autres. 
Le facteur !/, tient compte du 
fait que dans la somme sur i 
et k, l'énergie d'interaction de 
tous les deux atomes s'écrit deux 
fois. Ainsi, l'énergie d'’interac- 
tion du troisième et du cin- 
quième atome figure une fois sous 
ik la forme du terme #€;; et une 
deuxième fois, sous la forme 
de &;3. 

Les propriétés d'un système 
réel dépendent de l'énergie d'’in- 
teraction €;, qui à son tour est 
une fonction assez compliquée de 
la distance entre les atomes r;,. L'allure qualitative de cette liaison 
fonctionnelle est illustrée par la figure 5.4. Le sens du graphique peut 
être explicité de la façon suivante. À de grandes distances l’un de 
l’autre les atomes n'interagissent pratiquement pas et l'énergie e;, 
peut être considérée comme nulle. À des distances plus petites appa- 
raissent des forces d'attraction mutuelle qui tendent à rapprocher 
les atomes. Le travail de ces forces étant positif, cela signifie que 
l'énergie potentielle mutuelle des atomes diminue, i.e. devient néga- 
tive. À de très petites distances, lorsque les couches électroniques 
des atomes commencent à se recouvrir de façon perceptible, on voit 
apparaître des forces de répulsion qui augmentent rapidement avec 
la diminution de r;,. Pour rapprocher les atomes il faut maintenant 
appliquer des forces extérieures importantes qui effectuent un tra- 
vail positif, i.e. font croître l'énergie e;,. Pour simplifier les calculs 
qui suivent il est commode de remplacer la relation réelle ex (rx) 
par la relation approchée visualisée sur la figure 5.4 par le pointillé. 


PA 


Fig. 5.4 
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La grandeur b, correspond à la distance minimale possible entre les 
atomes et peut donc être considérée comme le diamètre d'un atome 
« rigide ». Le paramètre 4, a le sens du travail nécessaire pour sépa- 
rer un atome d’un autre, tandis que la quantité a, peut être inter- 
prétée comme le « rayon d'action » des forces d'attraction. Le choix 
des paramètres b,. À, et &, est dans une certaine mesure arbitraire, 
il n’est limité que par la prescription pour les relations réelle et 
approchée d’être au possible le plus proche l’une de l’autre. 

Pour que la distribution de Gibbs puisse être considérée connue, 
il suffit de calculer l'énergie libre F ou, ce qui est au fond équiva- 
lent, l'intégrale des états Z qui, en tenant compte de (35.1), s'écrit 


: ; -[T Pif2my)+1j2 » + > e,|/&T) 
z= Î e#Nqre le 7 0 7 dT. (35.2) 
La première somme figurant dans l’exposant de l'exponentielle 
dépend seulement des impulsions, et la deuxième et la troisième, 
seulement des coordonnées; donc, (35.2) est partitionnée en deux 
intégrales, l’une portant sur les impulsions, et l’autre sur les coor- 
données : 


 —Ù Ph mo) ET) 
Z= \e î ap, -.. dpr x 
(re D 'ent+de)uan 
* fe en : dr, ... dry. 


L'intégrale sur les impulsions coïncide avec l'intégrale calculée 
pour le gaz parfait (cf. $ 31). Elle vaut 


2 pt (mr) us 
| e dp, ... dpx = (2nmkT)"®". 


Examinons de plus près l'intégrale sur les coordonnées. Si le gaz 
se trouve dans un récipient de volume Ÿ, les énergies &;, ainsi qu on 
l’a fait pour le gaz parfait, peuvent être considérées comme nulles 
à l'intérieur du récipient et infinies hors de ce dernier, de façon qu’à 
l’extérieur l’exponentielle est nulle. De la sorte, l’intégrale est en 
fait prise seulement sur le volume du récipient, et alors il faut admet- 

tre que toutes les &; sont nulles. L'intégrale devient 
“(ie © e)ur 
Jx= | ae fe ik dr, .. dry. (35.3) 

\ Ca 

Supposons que le volume V est si grand (la concentration est si 
faible) que les événements qui consistent en « agglutination » de 
trois atomes et plus sont très rares; alors, (35.3) peut être calculée 
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approximativement de la façon suivante. Fixons les coordonnées du 
(N — 1)-ième atome et intégrons sur les coordonnées du dernier 
atome W. Lorsque l'atome N se trouve par rapport aux autres atomes 
à une distance supérieure au rayon des forces d'attraction, l'énergie 
potentielle est nulle, de sorte que l’exponentielle est égale à l’unité 
et l'intégration donne le volume du récipient d’où on a retranché le 
volume des sphères d'attraction de tous les autres atomes. Mais quand 
le N-ième atome se trouve dans la sphère d'attraction, l'exponentielle 
est égale à une grandeur constante exp (4,/4T) et l'intégration donne 
le volume de toutes les régions, où Ee;, = —4,9, multiplié par 
exp (4,/XT). Ainsi, en négligeant l’intersection des sphères d’attrac- 
tion, l'intégration sur les coordonnées du N-ième atome donne 


Ju = [V— (V1) nai +eaEn (N 1) Lx (050) ] Ju = 
=v[1+ RS | Jyu (5.4) 


ou 


4 4 
— né na, + eAv/&T) EL (a, —b; = 


= <a (aè— Di) (au — 1) — LE 65, (85.5) 


et J ;-, est une intégrale analogue, mais pour le (N — 1)-ième atome. 
En l'évaluant de la même façon, on trouve 


N—2)8 
Jya=V[1+ 2e | Joe 
Maintenant il est clair que pour (35.4) on a l’expression 
y" (N—1 6. (N—2) 6 : &: 
Ja=v'fi+ RS |fi+ SES)... [145] 650 
Si on calcule le logarithme de (35.6) et tient compte que la faible 


probabilité d'« agglutination » de trois atomes et plus n’a lieu qu’à 
la condition de la petitesse du rapport (N — 1) 6/V, il vient 


Imf1+-4508 ss 


et d’une façon analogue pour les autres termes, de sorte que 


N-1 N-1 
In Jy=in(")+ D in (1+) œin (+ X . 
m=0 m=0 


La somme figurant dans la dernière égalité est la somme de N termes 
de la progression arithmétique, de sorte que 


InJy=In (VS) + N(N — 1) &/(2V) 


CH. 5] DISTRIBUTION DE GIBBS 119 


et donc 
JR = VYextx- 1812), 
Ainsi, 
Z = (2nm kT) Y/2VNeNtx- 18/21) (35.7) 


et l'énergie libre d'un gaz réel (calculée sous l'hypothèse que le 
« volume d'interaction » V6, où se manifestent les forces d'attraction, 
est sensiblement inférieur au volume total occupé par le gaz) se 
calcule d’après la formule 


F=—RKTInZ= —R%T in [(2rm KT)" VNeNt- 16/25], 


ou 


F=—kTN|+inT+in V+-E08 Lin (2amk)"*]. (35.8) 
La dernière expression se distingue de la formule de l'énergie libre 
du gaz monoatomique parfait (31.9) par le terme contenant le rap- 
port 6/V. Pour un gaz composé de molécules polyatomiques, tous 
les raisonnements se conservent, et il faut seulement remplacer le 
terme (3/2) &T par (i/2) AT, où à est le nombre de degrés de liberté 
de la molécule. 


Problèmes du chapitre 5 


1. Calculer la valeur des fluctuations de l'indicateur d'une balance, dont 
la sensibilité à 7 — 300 K est de 10 mm par milligramme. 

Solution. D'après le théorème de l'équipartition de l'énergie on 
a pour l'écart quadratique moyen 


V)= VET/r 
où y est la « rigidité » du système de retour. Etant donné que pour la balance 
en équilibre mg = yz, il vient 
me _1976 kg-9,81 m-s"* 

sn 1672 m 


Si 


æ 1073 kgs”, 


i.e. dans notre cas 
Vt=) =2 nm. 


La valeur des fluctuations est de l'ordre d'une dizaine des distances interato- 
miques. 

2. Un circuit de résonance de capacité C — 1000 pF est placé à l'entrée 
d'un amplificateur. Quelle est la sensibilité limite théorique de cet amplifica- 
teur? Adopter 7 = 300 K. 

Solution. D'après la formule (34.10), on a 


VTC?) = V'ATIC =2 pv. 
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CHAPITRE 6 


LIAISON ENTRE LA STATISTIQUE 
ET LA THERMODYNAMIQUE 


$ 36. Equation d’état 


En plus de la méthode statistique, en physique des phénomènes 
thermiques on recourt largement à l'approche thermodynamique. 
Elle permet de tirer, à l’aide des lois établies empiriquement, des 
conclusions sur telles ou telles pro- 
priétés particulières des systèmes. 
Naturellement. les méthodes statis- 
tique et thermodynamique sont 
étroitement liées entre elles. L'objet 
du présent chapitre est de montrer 
cette liaison. (Commençons par 
l'équation d'état d’un système. 

On appelle équation d'état la 
dépendance de la pression P avec 
le volume V'et la température T: 


P=P(V,T). (36.1) 
Pour un gaz parfait l'équation 


d’état qui porte le nom d’équation 
de Clapeyron-Mendéléev est bien connue: 


Pan 7, (36.2) 


où / est la masse du gaz parfait, u sa masse molaire, R la constante 
des gaz molaire. 

En appliquant la notion de l’énergie libre on peut obtenir l'équa- 
tion d’état sous forme générale valable pour n’importe quel système 
et non seulement pour un gaz parfait. 

Soit un récipient contenant le système envisagé, par exemple un 
liquide ou un gaz parfait. Supposons que la coordonnée de l’une des 
parois du récipient, perpendiculaire à l'axe Oz, est égale à x. La 
courbe de la dépendance de l'énergie potentielle de l’une des molé- 
cules du système avec la coordonnée x a l'allure représentée sur la 
figure 6.1. En effet, la molécule à se trouvant au point x; près de la 
paroi subit de la part de celle-ci une répulsion j;. Plus la molécule 
s'approche de la paroi, plus le travail qu'il faut appliquer pour 
surmonter la répulsion est grand, et plus l'énergie potentielle de la 
molécule dans le champ des forces de répulsion est élevée. Notons € 
l'énergie potentielle de la molécule. Il est évident que €, ne dépend 
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que de la distance entre la paroi et la molécule, i.e. 
Ep — Ep (T — ti). (36.3) 
La figure 6.1 montre que lors du déplacement de la molécule du 


point x; au point r; + dzx;, lorsque la force de répulsion fournit le 
travail 


dA = f; dr;, (36.4) 
l’énergie potentielle diminue. i.e. varie de la valeur 
de 
dep = Ep(z;) —Eph(xz; + dx) = di. (36.5). 
de sorte que la comparaison de (36.4) avec (36.5) entraîne 
; dep 
he dr; * 


Nous nous intéresserons surtout à la force f; avec laquelle l'i-ème- 
molécule agit sur la paroi. Puisque, d’après la troisième loi de New- 
ton, fi = fi, il vient 

f _ dep 
id 


zi ? 


ou en tenant compte de l'allure de la dépendance de l’énergie poten- 
tielle avec les coordonnées x et x;, on a d’après (36.3) 


Pour la force totale avec laquelle toutes les molécules agissent 
sur la paroi on peut écrire 
x à x 
F=5fhi= mr D pr —z;). 


i=i ii 


et pour la valeur moyenne de cette force 
N 
d (F-'EYUËT) 
(F)= \ [- > ep(x — x) |e EN ED qp. 

i=1 

Cette dernière expression est équivalente à l'expression suivante: 

U dE (F-6yuT. = 

(F) = — | Te EE ar. (36.7) 


En effet, l'énergie du système 


N A 3 
(EE > Ep(z—z)+Y He + Epan + Épexe (36.8) 
= i= 1 


i=1 
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où le premier terme de la somme est l'énergie potentielle de l’interac- 
tion avec la paroi, le deuxième, l’énergie cinétique des molécules et 
les autres, respectivement les énergies potentielles d'interaction des 
molécules entre elles €, et avec le champ des forces extérieures 
Æpex- Les trois derniers termes ne dépendent pas de la coordonnée x 
de la paroi, de sorte qu'après la dérivation de (36.8) on obtient 


d£ __ d « 
de m6 
i=1 
La pression est une force agissant sur la paroi et rapportée à 
l'unité de surface; on a donc 


LL (F) __ __( d8_ ,F-gyun 
p- © = [Te dr. (36.9) 
Le produit S dx est égal à la variation du volume du système dV 
lorsque la coordonnée de la paroi du récipient se déplace de dx, ce 
qui permet de récrire (36.9) sous la forme 


[ ss ef 8") Gr. (36.10) 


La valeur de l'intégrale (36.10) s'obtient simplement en partant 
de la condition de normalisation (30.6) que nous écrirons encore une 
fois : 


1— | eF-S"UT QT. (36.11) 


En dérivant cette relation par rapport au volume et en tenant compte 
PP 
que l'énergie £& et l’énergie libre F dépendent du volume (coordon- 
née de la paroi), on trouve 
_ (esr-srun 1 (07 _ 06 
b je Fr (Sr av) d 


Après la réduction par 1/(4T), on peut récrire la condition obtenue 
sous la forme 


OF (F-SUT) jp _ ( 98 (F-SY/UT) 
[Fe ar-|$e dr. 


L'énergie libre ne dépendant pas des variables d'intégration, il 
vient 
OF (F-$MURT) jm _ OF À F-SYCT) 37 _ 0F 
| Te dl ==> e dl =-7, 
où on a utilisé la condition de normalisation (36.11). Ainsi, si on 
connaît l'énergie libre en fonction du volume et de la température, 
l'équation d'état se calcule d'après la formule 


(36.12) 
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Dans le chapitre précédent nous avons défini l'énergie libre d'un 
gaz parfait monoatomique. D’après (31.9) elle vaut 


F=-KXTN Un V+$/,lnT + In (2rxmk)"]. 


En utilisant la relation principale (36.12), cherchons l'équation 
d'état 
P = ANT/V. 

Si on prend en considération que le nombre total de molécules N 
s'exprime en fonction de la masse du gaz, sa masse molaire et le 
nombre d’Avogadro VA, de sorte que N = N\M/u, on aboutit 
à l'équation de Clapeyron-Mendéléev (36.2). D'une façon analogue, 
on peut obtenir les équations d'état pour un liquide ou un gaz parfait 
si on connaît leur énergie libre. 


$ 37. Sens thermodynamique de l’énergie libre 


L'énergie libre introduite formellement dans ce qui précède à 
l’aide de la somme statistique possède un sens physique déterminé. 
Pour l’élucider considérons un système qui est le siège d’un processus 
isotherme, i.e. à T — const. A l'état initial, l'énergie libre avait 
une valeur correspondant au volume initial, et à l’état final, elle 
avait une autre Valeur correspondant au volume final mais à la 
même température. Pour une variation de volume infiniment petite 
la variation de l'énergie libre est (compte tenu de ce que 7 = const 
et par suite d?T — 0): 


dF= + dv. 
En vertu de (36.12) ceci peut se récrire sous la forme 
dF = —P dy. 
Puisqu’on sait que 
P dV = d4, 


où dA est le travail fourni par le système pour une expansion infi- 
niment petite de dV, il s'avère que dF — —dA. L'intégration de 
cette égalité montre clairement que pour les expansions isothermes 
finies 

AF — —A4. 


L'énergie libre se rapporte au nombre des fonctions d'état, i.e. 
des fonctions dont la valeur est définie par l’état du système (le 
volume qu’il occupe et la température) et ne dépend pas de la manière 
par laquelle le système a été amené à cet état. À ce propos on peut 
dire que l'énergie libre F est une fonction d'état telle que sa variation 
dans un processus isotherme est égale au travail réalisé par le système, 
mais pris avec le signe opposé. 
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$ 38. Equation de Gibbs-Helmholtz 


En dérivant la condition de normalisation par rapport au volume 
on a obtenu une relation importante qui aboutit à l’équation d'état. 
D'une façon analogue la dérivation de la condition de normalisation 
par rapport à la température donne une équation tout aussi importante 
portant le nom de Gibbs-Helmholtz. Après la dérivation de (36.11) 
par rapport à 7, on obtient 

_ (UF-GYGT)_d [F—E __ { U-EVuT) [19F _F—é 

0=|e r(r)ar-le (57 me) dr. 
Si on multiplie les deux membres de l'égalité par AT* et met le 
second membre sous la forme d’une somme des intégrales, on obtient. 


2); 0 -t : -S 
= [rer en ar | Fer BAN ar + [ee ar. 


En faisant sortir les facteurs T F et F, qui ne dépendent pas des 


variables d'intégration, de sous le signe d'intégration et en utili- 
sant la valeur de l'intégrale de normalisation, on trouve 


rire fe-ounareo 680 


L'intégrale figurant dans cette dernière expression est une valeur 
moyenne de l’énergie des différents états du système. Cette grandeur 
appelée énergie interne du système est notée l, i.e. 


U=(é)= [ge #/n ar. 


Alors, (38.1) implique 


oF 
U=F-—T T° (38.2) 
Ainsi, l'énergie interne est une fonction d'état égale à la valeur moyenne 
de l'énergie du système et sa valeur peut être déterminée à l’aide de 
l'énergie libre en appliquant l'équation de Gibbs-Helmholtz (38.2). 

L'équation de Gibbs-Helmholtz est valable pour n’importe quel 
système. Appliquons-la, à titre d'exemple. à un gaz parfait monoato- 
mique. En portant dans (38.2) l'énergie libre calculée d’après l’ex- 
pression (31.9), on trouve 


or dE 3% 
U=F-T=SRk T (38.3} 
ou, d’une autre façon, 
LS M ir 3 M , 
VS NATES mn RT. (38.3') 
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$ 39. Entropie et son sens thermodynamique 


On peut donner la définition suivante: on appelle entropie S la 


fonction d'état égale à 
Sr (39.1) 


L'énergie libre étant une fonction d'état, les grandeurs qui s’ex- 
priment par elle ou ses dérivées, i.e. la pression, l'énergie interne et 
l’entropie, sont naturellement des fonctions d'état elles aussi. Il 
importe toutefois d'expliquer le sens thermodynamique de la nou- 
velle fonction d'état ainsi introduite. 

Supposons qu'au cours d’un certain processus réversible l’état 
du système change. On peut admettre à chaque étape d’un tel pro- 
cessus que le système se trouve en équilibre et qu’il vérifie donc 
l’équation de Gibbs-Helmholtz. Lorsque l'état du système change, 
son énergie interne change de AU et d’après l'équation de Gibbs- 
Helmholtz 


AU=AF—A | ). 


Si la variation est infinitésimale, ce qui correspond à une variation 
infiniment petite du volume dV et de la température d7, il vient 
0F\ _0F uw, Æ4r _0Far ra [0F 
dU=dF—d (TS) = AV + AT AT Ta (à). 
Le premier terme du second membre peut être mis sous la forme 
9F …: ee 
vd = —PdV = —d4, 


où dA est le travail réalisé par le système. Le deuxième et le 
troisième terme s'éliminent mutuellement. Enfin, d'après la défi- 
nition de l’entropie introduite ci-dessus, le dernier terme vaut 


9F 
—Td(+)=Tas. 
Ainsi, 
= —dA + T dS ou dS = (dU + dA)/T. 

D'après le premier principe de la thermodynamique qui exprime 
la loi de la conservation de l'énergie, compte tenu des phénomènes 
thermiques, la somme des variations de l'énergie interne et du travail 
réalisé par le système est égale à la quantité de chaleur dQ amenée 
au système dans le processus envisagé. Ainsi 


dS = dQ/T. (39.2) 


Donc, l’entropie est une fonction d'état du système telle que dans un 
processus réversible sa variation infinitésimale est égale au quotient de 
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la quantité infinitésimale de la chaleur introduite au cours de ce pro- 
cessus par la température à laquelle elle était introduite. 

La variation d’entropie d’un processus réversible fini peut se 
calculer d'après la formule 


as=5,-s,= [as= [TR (39.3) 
1 


CL XL] 


où l'intégrale est prise de l'état initial Z du système jusqu'à son 
état final 2. Puisque l’entropie est une fonction d'état, la propriété 
remarquable de l'intégrale (39.3) est son indépendance de la forme 
du contour suivant lequel elle se calcule. 

A titre d'exemple, déterminons l’entropie d’un gaz parfait mono- 
atomique. En dérivant l’énergie libre (31.9) par rapport à la tempé- 
rature on obtient 


S=HN [in V+%inT+ in (2amk)"? ]+LEN = 
= ER [inv+£in T+in (2nmke)"? |, 
où e est la base des logarithmes naturels (In e — 1). 


$ 40. Sens statistique de l’entropie 


Le sens thermodynamique de l’entropie est quelque peu abstrait 
et n’explique pas pourquoi cette fonction d'état joue un aussi grand 
rôle dans la physique statistique et la thermodynamique. Le sens 
statistique qu'on peut donner à cette fonction est bien plus concret. 

L'équation de Gibbs-Helmholtz entraîne 


S = (U — F)/T. 
Etant donné que 


U=fer-6nar et F= | rer-8/xn ar, 


on peut écrire 
. F—(E) __ 1] | F—8 (F-GY/UT) 
S= —k ET = —R | Re dr. 


La fonction 
w = etF-EVUT) 


est la densité de probabilité de la distribution de Gibbs, de sorte que 
l'entropie 


S=—k\|winwdl = —k{Inw). (40.1) 
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La formule (40.1) correspond à la définition de l’entropie intro- 
duite au $ 12 en tant que mesure de l’indétermination ou du désordre. 
Une certaine différence est conditionnée par la présence du facteur 
dimensionnel k, ainsi que par le fait que dans (12.1) on avait affaire 
à un ensemble discret (dénombrable) des événements et par suite 
on a réalisé la sommation, alors que (40.1) concerne un ensemble 
continu, de sorte que la sommation doit être remplacée par l’inté- 
gration. 

Ainsi, le sens statistique de l'entropie est que c'est la mesure du 
désordre de l'état du système, multipliée par la constante de Boltzmann. 

Nous verrons par la suite que la relation (40.1) joue le rôle très 
important dans la statistique et se trouve à la base du principe 
fondamental dont on peut déduire consécutivement toute la statisti- 
que des états d'équilibre. Ce principe est étroitement lié au deuxième 
principe de la thermodynamique, dont la discussion fera l'objet du 
paragraphe suivant. 

Dans une de ses variantes, la formule (40.1) est inscrite sur le 
monument installé au cimetière central de Vienne sur la tombe de 
L. Boltzmann (1844-1906), grand physicien qui s'est illustré dans 
le domaine de la physique statistique. 


$ 41. Entropie et deuxième principe de la thermodynamique 


Le deuxième principe, tout comme le premier, est l’un des postu- 
lats fondamentaux sur lesquels repose la thermodynamique et qui 
traduisent les lois profondes régissant les phénomènes observés dans 
des systèmes composés d’un très grand nombre de particules micro- 
scopiques. Ce principe compte les différents énoncés équivalents. 
Ainsi, d’après l'un d'entre eux: en empruntant de la chaleur à un 
système il est impossible de la transformer complètement en travail sans 
que le système ou le milieu ambiant ne subisse d'autres modifications 
simultanées. Si la détente isotherme d’un gaz parfait produit un 
travail aux dépens de la chaleur fournie par le thermostat, lorsque 
le processus cesse, le gaz occupe un volume plus grand, i.e. l’état 
initial a subi des modifications. On peut faire parcourir à un gaz 
ou à un autre fluide moteur un cycle réversible fermé. l’état final 
coïncidant avec l’état initial, mais alors, d’après le deuxième prin- 
cipe, la chaleur tirée du corps chaud ne sera pas toute transformée 
en travail et une de ses parties sera nécessairement transmise à tem- 
pérature plus basse au corps froid. On en tire le deuxième énoncé: 
il est impossible de réaliser une machine thermique à action périodique 
transformant complètement en travail toute la chaleur qui lui est trans- 
mise (moteur à mouvement perpétuel de deuxième espèce). 

Si un tel moteur était possible, en le mettant en contact avec un 
corps froid on pourrait obtenir une certaine quantité de travail. Ce 
travail pourrait être utilisé pour actionner une machine frigorifique 
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réversible et en tirant encore une certaine quantité de chaleur du 
corps froid la transmettre, ainsi que l'énergie thermique égale au 
travail obtenu, au corps chaud. Il serait ainsi possible de transmettre 
une certaine quantité de chaleur prise au corps froid à un corps chaud, 
de façon qu'après l'achèvement du processus tous les fluides moteurs 
se trouvent à l'état initial. Le moteur à mouvement perpétuel de 
deuxième espèce étant impossible, le processus décrit est impossible 
lui aussi, i.e. él est impossible de transmettre de la chaleur d'un corps 
froid à un corps chaud sans que ne se produisent d’autres modifications 
simultanées. 

À première vue il semble frappant que les énoncés précédents 
sont équivalents à l'affirmation mathématique bien simple et exacte : 
dans un processus réversible la quantité 


dQ/T (41.1) 


est une différentielle totale. Autrement dit, en passant de façon ré- 

versible d’un état à un autre état infiniment proche, l'expression 
(41.1) ne dépend pas du chemin (du 

P processus) de la transition, mais seu- 
lement des états initial et final. 


fa Nous avons montré dans ce qui 
précède que la distribution de Gibbs 
conduit à la relation 

la dQ/T = dS, 


où S est la fonction d'état et, par 

Y suite, dS la différentielle totale, i.e. 

on a démontré le deuxième principe de 

Fig. 6.2 la thermodynamique dans la dernière 

formulation. Il reste à élucider seule- 

ment comment cet énoncé conduit aux énoncés précédents. Exami- 

nons à cet effet un processus réversible fermé quelconque, par 

exemple celui matérialisé par le diagramme P — V de la figure 6.2. 

Le travail utile fourni par ce cycle est représenté sur la figure 6.2 
par l'aire hachurée 


A = À P dY; 


il est égal à la différence entre la quantité de chaleur Q, appliquée 
au système et la quantité de chaleur —Q, transmise par le système 
au corps froid. Cette affirmation se déduit du premier principe de la 
thermodynamique, puisque après l'achèvement du cycle, le système 
reprend son état initial ; donc, la variation de son énergie interne est 
nulle. D'autre part, si on parcourt le cycle, l’entropie étant fonction 
d'état, on doit avoir 


£as= 40. (41.9 
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B La température T est une grandeur positive ; aussi, si l’intégrale 
est nulle, il ne se peut pas qu'on ait toujours dQ > 0, c'est-à-dire 
que tout le temps la chaleur soit amenée dans le système; il doit 
y avoir des tronçons où dQ << O, i.e. la chaleur est cédée. Lorsqu'on 
produit du travail dans le cycle, il vient 


E. A=Q—Q@>0. 


La condition (41.2) ne peut alors s’observer que dans le cas où la 
chaleur est transmise en moyenne à une température 7, plus basse 
que la température moyenne T; à laquelle elle est obtenue, de sorte 
que pour Q, > Q, on ait 


È Q/Ti T Q2/T2. 


Ceci démontre le deuxième énoncé ou le premier qui lui est équi- 
valent. 

Pour s'assurer de la justesse du troisième énoncé, admettons qu'il 
existe un corps froid à la température 7, inférieure à la température 
T; du corps chaud. Supposons qu’on ait retiré au corps froid ia cha- 
leur Q, pour la transmettre au corps chaud —@,. Si le système et le 
milieu ambiant ne subissent pas de modifications simultanées, le 
milieu ambiant n’a pas réalisé le travail et d’après la loi de la con- 
servation de l'énergie, Q, = Qi; mais alors, l'inégalité des tempé- 
ratures fait que l'égalité 


40 _—Q, Q 
$T- 7 +R 0 


ne peut pas être vérifiée, de sorte que le troisième énoncé est valable 
lui aussi. 

FR Le deuxième principe de la thermodynamique permet de tirer 
des conclusions importantes sur le rendement des machines thermi- 
ques. Ordinairement, on entend par rendement le quotient du travail 
utile À réalisé par la machine en un cycle fermé par la quantité de 
chaleur Q, qu'elle a retirée au corps chaud: 


Le rendement maximal s'obtient lorsque le rapport Q,/Q, est le plus 
grand dans les conditions données. Si la machine est réversible, on 
doit avoir la condition 
dQ _ 
$T—0, 


d’où on tire que Q, peut être d’autant plus grand que la température 
T1 du corps chaud est plus élevée, et que @, est d’autant plus petit 
que la température T, du corps froid est plus basse. Il découle de ce 
qui précède que parmi tous les cycles ayant une même température 


9—01488 
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maximale du corps chaud 7° et une même température minimale du 
corps froid 7; c’est le cycle de Carnot composé de deux transformations 
isothermes (T 1 = const = 7 et Ta = const = T;) et deux trans- 
formations adiabatiques où il n° y a pas de transfert de chaleur, qui 
a le rendement maximal. 

Calculons maintenant le rendement du cycle de Carnot en écrivant 


m dQ e] dQ s dQ 

af de a & 
®7= | T+ | + 
TE TS Te=T° 
où nous avons omis les intégrales sur les adiab tiques, puisque dans 


la transformation adiabatique dQ = 0. En utilisant la condition 
d'être isotherme, nous obtenons 


Ty y OÙ Q/Qi=TaT,. 1(41.3) 
Mais par définition du rendomeit 

1 = (Qi — Q:)Q1 = 1 — Q2/Q, 
de sorte qu’en tenant compte de (41.3), nous trouvons 

n=1—- TT = (TT; — Te)/Tre (41.4) 
Ainsi, e rendement du cycle de Carnot est défini par la relation (41.4) 


et ne dépend pas de la nature du fluide moteur (gaz, liquide) utilisé 
dans ce cycle. 


$ 42. Propriétés thermodynamiques du gaz réel 


Utilisons les relations obtenues dans ce chapitre, ainsi que l’ex- 
pression de l'énergie libre du gaz réel donnée au $ 35 pour établir 
certaines propriétés d’un gaz réel. 

D'après 35.8), l'énergie libre est de la forme 


NV —1 sr 


13/2 
7 |» 


F= NT [rinT+mvii (42.1) 


où à est le nombre de degrés de liberté des molécules du gaz. 
L'équation d'état s'obtient facilement”à l’aide de (36.12). En 
effet, 


PR NET (À). (42.9) 


Etant donné que le nombre de molécules N = MNy/u, où M/u 
est le nombre de moles, (42.2) peut s'écrire 


1 N—4 6 , 
PERS | (42.2°) 
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Pour de très grands volumes, lorsque ë 


2 & <& 1, l'équation 


d'état d'un gaz réel se transforme en équation d'état d’un gaz par- 
fait. Lorsque les volumes sont plus petits, on observe une divergence. 
Puisque (42.1) est déduite dès le début sous l'hypothèse que 1 n < 
<1,ilest clair qu’il s’agit ici des différences RES ie 
entre un gaz réel et un gaz parfait. 

A température et volume donnés la pression d’un gaz réel peut 
être aussi bien plus grande que plus petite que pour un gaz parfait. 
Tout dépend du signe de la quantité (N — 1) 6/2 qui, si l’on tient 
compte de (35.5), s'écrit 


E(N—1)8 N—1 47 2" Eu 
= )ô _ 7 + (ai— 03) (eA/UT — 1) — b3. (42.3) 
La partie négative de cette quantité a un sens bien 


simple. En effet, puisque b, est le diamètre de la molécule, son 
volum: vau 


La -88 


Le nombre de molécules dans un gaz est très grand; on peut donc 
admettre que N — 1 = N. Maintenant on voit que le terme négatif 
est égal au volume quadruple de toutes les molécules. 

L'interprétation du terme positif est légèrement plus compliquée. 
Notons que pour 4,  XT il devient plus simple du fait que dans ce 
cas 


eAo/T) 1 & A /(RT). (42.4) 
Le facteur 
N—1 4 s_} 
3 3 %(a—b) 


a le sens de la moitié du volume où se manifeste l'attraction des 
molécules. 

Comparons l'équation d'état (42.2) avec l’équation de Van der 
Waals connue du cours de physique général et appliquée souvent 
pour décrire l’état des gaz réels et leur passage à l’état liquide. 
Cette équation est de la forme 


(P+5 : #) ("-#0) = RTE, 


ou 


9e 
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Si nous nous bornons aux volumes V © bM/u, on obtient approxi- 
mativement aux termes du premier ordre près par rapport à bM/uV 
M? RT M3 a 

PEU PC min (#25) 


Cette équation coïncide avec l'équation (42.2) obtenue théorique- 
ment dans ce qui précède, qui, compte tenu de (42.3), peut s’écrire 
M RT M RT N—1 4 


EE — se ne Re ne 3 
P=— nu VF É 5 u Ve CE sb; 
M RT N—1,3: ps 4 … 40 
Tu on 2 (bare. 


La comparaison de cette expression avec (42.5) montre qu'elles 
coïincident si 
3 NA 4 ps 
b= —— re 3 T5 (42.6) 
i.e. si b est le quadruple du volume de toutes les molécules contenues 
dans une mole, et si 


u R N—1 4 
Bi a a ne A 


A É 
RS + 37 (00) 40 An (00) A (42.7) 

Ainsi, La méthode statistique conduit à l'équation d'état qui dans 
le cas de grands volumes coïncide avec l'équation de Van der Waals 
et permet d'exprimer les constantes a et b de cette équation en fonction 
des paramètres caractérisant les molécules (as, bo, A9). Notons qu'en 
principe la déduction de l’expression de l’énergie libre peut être 
précisée; on obtient alors une équation d’état plus exacte. La dis- 
cussion de ces questions dépasse toutefois Le cadre de notre ouvrage. 

Adressons-nous maintenant au calcul de l'énergie interne d’un 
gaz réel. En appliquant (42.1), on tire de l’équation de Gibbs-Helm- 
holtz (38.2) 


Ée 1 ON, 
U= NET ENT | ô | = 
M i M R 9 FN—1 
= TRTESET TE [6]. 
L'expression de 6 (N — 1)/2 approximée par la condition (42.4), 
compte tenu des relations (42.6) et (42.7), pouvant s’écrire 


ô(N—1) M [a 
= (7 —+) , (42.8) 
il est aisé de voir que 


a] (0) re 
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Ainsi, l’énergie interne 

M i M \2a 
(42.9) montre que l'énergie interne d’un gaz réel se distingue de 
l'énergie interne d’un gaz parfait par le terme — 5) , qui tient 


compte de l'énergie potentielle de l’attraction mutuelle des molé- 
cules. L'énergie interne dépend du volume occupé par le gaz. 
En utilisant l'équation (39.1) on calcule sans peine l'entropie 
d’un gaz réel. Compte tenu de (42.8), on a 
a 


oF [it M b M 


+ in (2nmk) | + NE NE (+) Fa 


Etant donné que Nk = MR/p, il vient 
M M b 
S=5-R[zM T—inv—<-# ]+const. (42.10) 


Les forces de répulsion font que l’entropie d’un gaz réel est légère- 
ment inférieure à celle d’un gaz parfait. Ceci définit la différence 
entre la liaison de la température et du volume dans la transforma- 
tion adiabatique et leur liaison qui intervient dans les mêmes con- 
ditions pour un gaz parfait. Cette question est examinée de plus près 
dans le problème 3 au présent chapitre. 


$ 43. Capacité calorifique 


On appelle capacité calorifique la grandeur numériquement égale 
à la quantité de chaleur qu'il faut communiquer au système pour le 
chauffer à 1 K: 


Dans les gaz dont la compressibilité est très grande il faut distinguer 
la capacité calorifique à volume constant C et la capacité calorifique 
à pression constante C?. Dans les systèmes condensés (liquides, soli- 
des), la variation de volume est généralement si petite que la diffé- 
rence entre Cy et CP peut être négligée. 

Comme d'après le premier principe de la thermodynamique 


dQ = dU + dA = dU + P dV, (43.1) 


on obtient pour la capacité calorifique 
_ du dv 
C= gr +Par- 
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A volume constant T = 0 et par conséquent 


C2 (43.2) 


La relation (43.2) explique pourquoi la capacité calorifique est d’un 
si grand intérêt pratique. Elle est relativement simple à mesurer; 
on peut donc l’utiliser pour la détermination expérimentale de 
l'énergie interne du système. Si la température croît sous pression 
constante, le volume du système augmente ; il s'ensuit que la capacité 
calorifique à pression constante est plus grande que la capacité 
calorifique à volume constant: 


U L4 4 


On a souvent affaire à la chaleur spécifique, i.e. à la capacité calo- 
rifique rapportée à la masse: 


cv = CvlM, cp = CM, (43.4) 
On utilise parfois la chaleur molaire (capacité calorifique d’une mole) 
Cmv = CvWM, cor = CPpWM (43.5) 


Considérons maintenant la capacité calorifique d’un gaz parfait. 
Si on utilise la relation (33.5) de l'énergie interne d’un gaz parfait, 
la capacité calorifique à volume constant est déterminée par la for- 
mule 


C: =+ R, (43.6) 


CO ES 


ou, pour la chaleur molaire, 
Cmv = (i/2) R. (43.7) 
Lorsque la pression est constante, (43.3) entraîne 
Conscient =c 4 (ÉRr)= 
Pr dr “VTdT VTaT \u Es 
=Cy+ T R. (43.8) 


Ici on a utilisé l'équation de Clapeyron-Mendéléev. En tenant compte 
de (43.6), la dernière relation peut également s’écrire 


_ M i+2 
Cr= TR (43.9) 


Pour la chaleur molaire à pression constante (43.8) entraîne 
CmP = Cnv + Re (43.10) 
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Cette importante relation de Mayer a joué un grand rôle dans l'his- 
toire de la physique lors de l’établissement de la loi de la conserva- 
tion de l'énergie et de la détermination de l'équivalent mécanique 
de la chaleur. 

Les capacités calorifiques rendent commodes les vérifications 
de l'accord entre la théorie et l'expérience. L'expérience montre 
que dans de nombreux cas les relations (43.6) à (43.9) s’observent 
très bien, et on dirait qu’elles justifient ainsi la théorie. Or, comme 
nous l’avons déjà dit au $ 33, les conclusions de la théorie classique 
contredisent les faits empiriques. Si, par exemple, on tient compte 
des degrés de liberté des électrons isolés, le nombre total de degrés 
de liberté de l’atome à serait sensiblement plus grand qu'on ne l’a 
admis jusqu’à présent. Les degrés de liberté des électrons devraient 
également intervenir dans la capacité calorifique qui devrait être 
sensiblement plus grande que celle enregistrée par l'expérience. 

Ainsi, pour certaines raisons inconnues dans la statistique classique, 
une partie de degrés de liberté ne doit pas être prise en considération. 
Le témoignage en est également fourni par le refroidissement de 
certains gaz, par exemple l’hydrogène, qui permet d'observer avant 
la condensation la diminution de la capacité calorifique; ceci ne 
peut être expliqué qu’en supposant que le nombre de degrés de 
liberté change et au lieu de cinq devient égal à trois. On considère 
cet effet comme le cas où les degrés de liberté rotatifs « gèlent ». 
D'autre part, ce ne sont que des molécules polyatomiques relative- 
ment simples telles que les molécules d'eau H,0 ou de méthane CH, 
qui possèdent six degrés de liberté. La capacité calorifique des 
molécules plus compliquées, comme, par exemple, de l'alcool éthyli- 
que C.H,0, est plus grande que celle du gaz parfait à six degrés de 
liberté. Ce fait de par lui-même n’a rien d'étonnant, il signifie 
seulement qu’il faut prendre en compte les degrés de liberté qui 
tiennent compte du mouvement relatif éventuel des atomes dans 
la molécule. La tentative de l’estimation quantitative de ces degrés 
de liberté dans le cadre de la statistique classique est incapable de 
l’accorder à l'expérience. Et, en général, voici pourquoi. 

Les mouvements relatifs des atomes, dans le cas de faibles dépla- 
cements dont la molécule est généralement le siège, peuvent être 
décrits avec une précision suffisante :n admettant que les atomes 
sont liés par des forces quasi élastiques. C’est pourquoi à chaque 
degré de liberté correspond l'énergie cinétique 4T/2 et l'énergie 
potentielle kT/2. Ainsi, l'énergie moyenne totale est proportionnelle 
à la température; on en tire qu’à volume constant la capacité calori- 
fique est constante. L'expérience montre d’une manière probante 
qu'il n’en est pas ainsi et que la capacité calorifique croît avec la 
température. 

Ces paradoxes de la physique statistique classique n’ont été 
expliqués que par l'exploration des effets quantiques. 
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Problèmes du chapitre 6 


1. En partant de l'expression de l'énergie libre du gaz monoatomique 
pére calculer le travail qu'il réalise dans la transformation isotherme en se 
étendant de V; à V,. 
Solution. D'après le sens thermodynamique de l'énergie libre 


| = F; — Fa. 
En utilisant l'expression (31.9), on obtient 


A=RT _ [in its In T +ln (2nmoke)5/2 | + 


Va 


2. En partant de l’expression de l'entente d’un gaz monoatomique parfait 
trouver la liaison entre la température et Île volume dans la transformation 
adiabatique. 

Solution. Dans la transformation adiabatique l'entropie ne change 
pas; on a donc 


+RT _ [ta Va++ InT+in Gnmske)? ] =RT Tin (5) 6 


0=S1—S= TR [in Vi+S in Tatin Qnmoke)/ | — 


+ R [in Vite In7,+In Camke)#?] 
ou 
InV, +%/,ln7; = In V, +3%/,ln T.. 
i.e. 
Vir# ee v,ra2" 

3. Calculer pour un gaz réel la liaison entre la température et le volume 
dans la transformation adiabatique. ; 

Solution. La condition d’adiabaticité S = const permet d'obtenir 
à l'aide de (42.10) 

M 


i à b 
zin T+in ar 7 = const 


ou, après le calcul de l'exponentielle, 

_ Me 

TÜ2Ve M V const. 
Puisque, par hypothèse, Mb/(uV)< 1, en se bornant à deux premiers termes du 
développement de l’exponentielle en série, on peut écrire 
Ti/2v (1 +) =const 

u 

ou, finalement, 


Ti/2 (+ b) = const. 
Ainsi, en vertu de l'équation de Van der Waals, le gaz se comporte comme 


si son volume libre est plus pus que celui du récipient du volume quadruplé 
de toutes les molécules qui le composent. 


PARTIE III 


STATISTIQUE QUANTIQUE 
DES ÉTATS D'ÉQUILIBRE 


CHAPITRE 7 
GÉNÉRALITÉS SUR LA MÉCANIQUE QUANTIQUE 


$ 44. Propriétés quantiques du rayonnement 


Vers la fin du XIX° siècle on a établi que la nature de la lumière 
est électromagnétique, ondulatoire; au début du XX® siècle il 
devient clair que pour expliquer toute une série de phénomènes 
il faut également recourir au concept des quasi-particules de la 
lumière appelées photons. Les propriétés quantiques du rayonnement 
électromagnétique se manifestent dans son interaction avec la 
matière (par absorption, émission, etc.) et se traduisent par la trans 
mission de l’énergie et de l'impulsion de l’onde à la matière, réalisée 
par portions finies. Ainsi, l'énergie de la lumière de fréquence v 
(de longueur d'onde déterminée À) est absorbée et émise par portions. 
ou quanta dont l'énergie est donnée par la formule 


e — 2nhv, (44.1) 


où À — 1,06-10-% J.s — 1,06-10-7 erg-s est la constante de Planck. 
En établissant la théorie du rayonnement du corps noir Planck 
s’est rendu compte pour la première fois de la nécessité d'introduire 
la notion des quanta. Par la suite elle a été confirmée par de nom- 
breux autres effets optiques tels que l'effet photo-électrique, le rayon- 
nement des atomes et des molécules, etc. 

D'après la relation connue d’Einstein déjà utilisée au chapitre », 
l'énergie est associée à la masse: 


E — mc. (44.2) 
Ainsi, si on compare à un quantum d'énergie lumineuse l'idée d’une 


particule lumineuse appelée photon, la vitesse de propagation de la 
lumière (célérité) étant c, l’impulsion du photon 


p = mc = elc. 


En portant dans cette relation l'énergie du photon d'après (44.1), 
on obtient 


p = 2nhvle = 2nhlA = kh, (44.3): 


438 STATISTIQUE QUANTIQUE DES ÊTATS D'ÉQUILIBRE (P. III 


k = 2h (44.4) 


est ce qu’on appelle le nombre d'onde du photon. 

Notons que les propriétés quantiques du rayonnement se manifestent 
pas tant par le fait que les ondes électromagnétiques doivent être considé- 
rées comme un flux de particules (de photons) que par la prise en compte 
du fait que l'onde échange avec la matière des portions finies d'énergie 
et d’impulsion conformément aux formules (44.1) et (44.3). 


$ 45. Propriétés ondulatoires des particules 


Toute une série de faits empiriques nous prouve que les propriétés 
corpusculaires sont propres non seulement aux ondes, en particulier 
à la lumière, mais aussi, à l'inverse, les particules possèdent les 
propriétés des ondes. Il se peut que la confirmation la plus brillante 
de cette affirmation émise pour la première fois par Louis de Broglie 
en 1923 soit la diffraction des électrons. 

On sait que lorsque les ondes traversent un diaphragme (fente) 
sur un écran placé loin de la fente derrière une lentille convergente 
on observe l'alternance des intensités maximales et minimales sous 
la forme de bandes. Toutes les bandes correspondant aux intensités 
maximales, à l’exception de la bande centrale, tombent dans le 
domaine de l'ombre géométrique. 

Supposons qu’une onde lumineuse monochromatique plane 
tombe normalement à la fente, i.e. le long de la direction choisie 
pour direction de l'axe des z; dans cette onde le vecteur intensité 
du champ électrique E est décrit par l'expression 


E = E, cos (ot — kz), 


où E, est l'amplitude du vecteur intensité, w — 2nv la fréquence 
angulaire ou pulsation, # — 2x/A le nombre d'onde. 

L'équation de l'onde peut s’écrire également sous une forme 
complexe: 


E= Eje-itot-#), 


La théorie de la diffraction enseigne que la direction vers le premier 
minimum de la figure de diffraction est déterminée par la relation 


sin p = À/a, (45.1) 


où a est la largeur de la fente. Cette relation peut être expliquée 
de la façon suivante. Après la diffraction dans la direction de 
le rayon 2 passant par le milieu de la fente (fig. 7.1) enregistre une 
-différence de marche 


A=+ sin p 
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par rapport au rayon Z qui passe par le bord de la fente. Si la condi- 
tion (45.1) est observée, la différence de marche A conditionne le 
déphasage entre les rayons, égal à x, et donc, en frappant l’écran, 
les rayons atténuent les uns les autres. On établit sans peine que si 
la direction de œ satisfait à la condition (45.1), tous les rayons 
forment des couples qui atténuent les uns les autres. En effet, on 
peut faire correspondre au rayon 2° (fig. 7.1) le rayon 2’ passant 
à la même distance du rayon 
2 à laquelle le rayon Z’ passe 
par rapport au rayon /. Le 
déphasage entre eux vaut 
également x. Ainsi, tous les 
rayons s’atténuent récipro- 
quement et la direction de 
correspond réellement au mi- 
nimum d'intensité. La courbe 
inférieure de la figure 7.1 
visualise la répartition de 
l'intensité de la lumière sur 
l’écran en fonction de l’an- 
gle ®. 0 

Dans le cas de la diffrac- Fig. 7.1 
tion sur deux fentes la répar- 
tition de l'intensité est différente, elle ne coïncide pas avec la 
somme des intensités ayant lieu pour chaque fente prise séparément. 

Dans leurs expériences, Davisson et Germer (1927) ont découvert 
pour la première fois que les électrons reflétés par des cristaux subis- 
sent aussi la diffraction. Par la suite, Fabricant, Souchkine et 
Biberman ont observé une diffraction pour l'intensité si faible du 
flux des électrons que l'interaction entre eux était impossible et 
que chaque électron était diffracté séparément. Le phénomène de 
diffraction des électrons est en contradiction flagrante avec leur 
représentation habituelle en tant que particules classiques. Cette 
contradiction se révèle avec une évidence particulière dans l’expé- 
rience de la diffraction sur deux fentes. Le fait que la figure de dif- 
fraction diffère de celle qui s'obtient dans le cas d’une seule fente, 
est lié au passage de l’onde simultanément par les deux fentes et 
à l’interférence de ces deux tronçons entre eux. Du point de vue de 
la théorie classique, l'électron passe soit par l’une, soit par l’autre 
fente et il est parfaitement incompréhensible pourquoi en passant 
par une fente, l’électron subit l'influence de la fente voisine par 
laquelle il n’a pas passé. 

Pour expliquer cet effet, ainsi que bien d’autres, il a fallu renon- 
cer à la mécanique classique et passer à la mécanique quantique ou 
ondulatoire. Lorsqu'on tient compte des propriétés ondulatoires, 
à chaque particule, en particulier à un électron, on fait correspondre 
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une certaine onde. Si on se limite aux particules se trouvant dans un 
puits de potentiel infiniment profond de volume V assez grand, 
à chaque particule on peut faire correspondre une onde de de Broglie 
qui s'écrit 
1 : 
= —— e-i(@t-kr), 45.2 


La fréquence w de l'onde et son vecteur d'onde k s’obtiennent par 
inversion des formules (44.1) et (44.3) déterminant les propriétés 
corpusculaires des ondes. On a donc 


w — e/h, (45.3) 
k = p/à, (45.4) 


où & est l'énergie de la particule, p son impulsion. Le sens physique 
de l'onde Ÿ qui décrit le comportement de la particule consiste en 
ce que la quantité 


dW = |Y (r,t) |? dt (45.5) 


est égale à la probabilité de découvrir la particule dans le volume dt 
au voisinage du point de rayon vecteur r à l'instant t{. Pour la parti- 
cule se trouvant dans le puits de potentiel on trouve de (45.5) à l’aide 
de (45.2) que 

dW — dx/V, 


i.e. les probabilités de la présence de la particule en tout point sont 
les mêmes. 

L'expérience de diffraction s'explique par le fait que lorsque 
l'onde de de Broglie de l’électron libre tombe sur la fente et subit 
la diffraction, dans certaines directions son intensité (i.e. la proba- 
bilité de découvrir l’électron) est maximale, et dans d’autres direc- 
tions elle est minimale. 

Ainsi, les particules possèdent des propriétés ondulatoires pour la 
description desquelles il est nécessaire, en particulier, de faire corres- 
pondre à chaque particule se trouvant dans un puits de potentiel infini- 
ment profond de grand volume V, une onde de de Broglie (45.2) de fré- 
quence et de vecteur d'onde déterminés par les formules (45.3) et (45.4). 


$ 46. Quantification du rayonnement 


Le rayonnement électromagnétique existe dans une cavité 
à parois conductrices idéales (enceinte métallique) sous forme d'ondes 
stationnaires de fréquences déterminées. La fréquence d'une onde 
est déterminée à partir de la condition qu'à la frontière avec la paroi 
il doit y avoir un nœud d'un champ électrique (le champ électrique 
est nul), puisque dans le cas contraire un fort courant parcourt la 
paroi et l'onde s’amortit rapidement sous l'effet des pertes de Joule. 
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Soit, par exemple, une boîte métallique rectangulaire de côtés 
a, b et c choisis respectivement pour les directions des zx, y, z du 
système de coordonnées rectangulaire (fig. 7.2). Si une onde progres- 
sive d'intensité 
E, BE eo REE) 
se propage le long de l'axe des x, elle engendre après la réflexion par 
la paroi de la boîte une onde progressive inverse 
E, = ECTS, 
Fes ? 
où a est l'angle caractéristique du déphasage produit par la réflexion. 


Les interférences de E, et E, don- 
nent une onde stationnaire 


E-E,+E= 


_ Eje-ivt (ex Le-ikxt- 1) = 


—92E,çe-ivte-ix/?cos (4x ++) ; 


Supposons que l'origine des coor- 
données est choisie telle que la 
première paroi perpendiculaire à Fig. 7.2 
l'axe des x se trouve pour x = 0 


et la deuxième, pour x — a; on doit alors avoir les conditions sui- 
vantes: 


E|x=o = 2Eçe"itte -12/2 cos + = 0, 
E|+=a = 2E,e-ivte- iz/2 cos (ka & +) 0. 


La première condition permet de calculer l'angle &. Etant donné 
que cos (x/2) = 0, on a &œ = x. La deuxième condition entraîne 
l'égalité 
cos (ka ++) = — sin (k,a) = 0, 
i.e. 
= 


k,= ra Mzs (46.1) 


où m, est un nombre entier arbitraire, m, —= 1, 2, ... De la sorte, 
les nombres d'onde k, ne sont pas tous possibles, mais seulement 
ceux qui satisfont à la condition (46.1). En utilisant la liaison du 
nombre d'onde avec la longueur d'onde, on trouve que les longueurs 
d'onde possibles sont seulement celles qui satisfont à la relation 


Pret 
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i.e. la longueur du côté de la boîte doit comprendre un nombre 
entier de demi-ondes. 

D'une façon analogue, si l'onde progressive se propage le long 
de l’axe de y, l’onde stationnaire qui s’établit est telle que 


. 
1 D 
où m, prend également des valeurs entières arbitraires, m, — 


= 1, 2, ... Il en est de même pour l'onde se propageant suivant 
l'axe des 2: 


My, (46.2) 


k,=Tm, (46.3) 


(m. = 1, 2, ...). Enfin, dans le cas général, lorsque l'onde se 
propage dans une direction arbitraire définie par le vecteur d’ondek 
à composantes {k., k,, K.}, il s'établit une onde stationnaire pour 
laquelle les composantes du vecteur d'onde satisfont aux trois 
conditions (46.1), (46.2) et (46.3). Puisque la longueur d'onde est 
associée au vecteur d'onde par la relation 2x/À = |k |, on obtient 
pour des lengueurs d'onde possibles le résultat suivant : 
m 


Pour plusieurs raisons il est plus commode d'envisager non pas 
les ondes stationnaires, mais les ondes progressives telles qu’elles 
vérifient, en particulier, les relations importantes (44.1) et (44.3). 
Bien que chaque onde stationnaire se compose de deux ondes progres- 
sives se propageant l’une à la rencontre de l’autre, leurs amplitudes 
sont égales entre elles et de ce fait ces ondes ne peuvent pas être 
considérées comme indépendantes. Ainsi, le nombre de paires des 
ondes progressives est égal au nombre d'ondes stationnaires éven- 
tuelles. Il] serait commode d'admettre que les amplitudes des ondes 
progressives sont indépendantes l’une de l’autre, mais alors le 
nombre de variables indépendantes décrivant les oscillations électro- 
magnétiques dans la boîte, i.e. d'amplitudes Æ, correspondant 
à chaque valeur du vecteur k, devient deux fois plus grand qu'il 
ne doit l'être. Pour faire face à cette situation on procède de la 
façon suivante. On admet que sur la longueur du côté de la boîte 
se range un nombre entier d'ondes et non pas de demi-ondes, comme 
c’est le cas dans la réalité, i.e. au lieu de (46.1), (46.2) et (46.3) 
on utilise les relations 


k, = (2x/a)m,, k,=(2x1/b)m,, k, = (2xc) m.. (46.4) 
Ainsi le nombre de longueurs d'onde éventuelles devient deux 


fois plus petit, mais maintenant on peut admettre que les amplitu- 
des des ondes progressives correspondantes sont indépendantes, 
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puisque dans ces conditions se conserve le nombre correct de varia- 
bles indépendantes. Au fond, dans cette méthode deux ondes station- 
naires à À voisines, associées à deux valeurs de À [par exemple, 
k, = (n/a) 2m,, k, = 0, k, = 0 et k, = (n/a) (2m, + 1), k, = 0, 
k, — 0], sont remplacées par deux ondes progressives se déplaçant 
dans des directions opposées, de même valeur de k [k, — (2x/a) m,, 
ky = 0, k, = 0], mais aux amplitudes indépendantes. Si les côtés 
de la cavité dépassent sensiblement la longueur des ondes qui nous- 
intéressent, une telle substitution n'amène pas une erreur importante. 
Etant donné que finalement nous nous intéressons au rayonnement 
dans un espace illimité, dans les résultats définitifs il faut passer 
à la limite pour les côtés a, b, c tendant vers l'infini; alors, la 
justification du passage des ondes stationnaires aux ondes progres- 
sives ne sera déjà plus approximative, elle sera exacte. 

11 découle de ce qui vient d’être dit que le champ électromagnéti- 
que existant dans la boîte peut être mis sous la forme d’une somme, 
en général infinie, des ondes stationnaires de fréquences déterminées. 
Si la boîte est assez grande, le champ se réduit à la somme des ondes. 
progressives. La fréquence des oscillations électromagnétiques étant 
liée à la longueur d'onde par la relation © — 2xc/à — |k]|c, la 
prise en considération de (46.4) rend possibles les fréquences des 
ondes progressives définies par la formule 


HT pa pat 
w= nc V'É+S Æ. (46.5) 


Du point de vue mathématique, ce résultat est une conséquence du 
théorème de Fourier; il est valable aussi bien dans la théorie classi- 
que que dans la théorie quantique. 

Considérons maintenant l'apport de la mécanique quantique. 
L'énergie de l’onde progressive monochromatique étant transmise 
par portions finies ou quanta, il faut conclure que l'énergie totale 
de l’onde comporte un nombre entier de ces quanta, i.e. 


e — 2nhivn = fion, (46.6) 


où n — 1, 2, ... En toute rigueur, (46.6) concerne seulement cette 
partie de l'énergie qui peut être retirée ou transmise à l’onde, et on 
peut supposer qu’il existe encore une énergie e, qui est liée à l'onde 
mais ne participe pas à l'échange. Pour simplifier, négligeons €, 
dans ce qui suit en admettant que (46.6) définit l'énergie totale. 

Puisque l'énergie d'une onde monochromatique isolée prend 
d'après (46.6) des valeurs discrètes, alors que toutes les autres valeurs 
de l'énergie sont impossibles, ceci signifie que d’après la théorie 
quantique l'amplitude d’une onde plane n’est pas arbitraire; elle 
doit être telle que l'équation (46.6) soit satisfaite. Les nombres 
Mx» My M, déterminant le vecteur d'onde k s'appellent nombres 
quantiques de l'onde progressive. Supposons que ces nombres pren- 
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nent des valeurs concrètes Mzcr Myar Mzer Par exemple m;e = 2, 
Mya = 9 Mzoe = 3; alors il leur correspond les fréquences w, 
qui se calculent d'après la formule (46.5). L'énergie e, d’une onde 
plane de cette fréquence peut avoir la valeur calculée d’après la 
formule (46.6) avec w — w, et une certaine valeur du nombre nr 
que nous noterons n,, i.e. 


Ex = hOofge 


Par conséquent, l'onde progressive à laquelle nous attribuons l'indice « 
est donnée par trois nombres quantiques Mias Myas Mza Qui détermi- 
nent son vecteur d'ondes et par le nombre n, appelé nombre d'occupation 
qui caractérise son énergie (amplitude). Ce même résultat peut être 
interprété en partant de la notion des corpuscules (particules) du 
rayonnement ou photons. De ce point de vue chaque onde progressive 
est une collection deYphotons. Chaque photon possède une impulsion 
p qui en vertu des formules (45.4) et (46.4) a pour composantes 


Pre = hikze = À (2x/a) Mas 
Pyae = Rkyo = À (x/b) Myas (46.7) 
Pzra = hikia = hi (2n/c) Mm,oe 


$ 47. Principe d’indiscernabilité 


La représentation d’une onde progressive sous la forme d’un 
certain nombre de quanta possède une propriété importante qui peut 
être facilement expliquée sur l'exemple suivant. 

Supposons qu'on verse dans un verre de l’eau ou on la retire 
à l’aide d'une puisette de capacité déterminée. Il est clair que la 
quantité totale de l’eau est un nombre entier de volumes de la pui- 
sette; on peut donc dire que le verre contient n (nr est un entier) 
puisettes ou « particules » de l’eau. En puisant de l’eau on peut 
retirer une, deux ou même toutes les r « particules ». Toutefois, 
les particules de l’eau se distinguent dans un sens des particules 
classiques ordinaires. En effet, bien qu’un verre contienne n parti- 
cules, elles sont impersonnelles, i.e. il est impossible de les numé- 
roter de façon qu’en les puisant on puisse affirmer que la particule 
extraite porte le numéro donné, qu’elle est, par exemple, la troisiè- 
me. Ainsi, en parlant des photons comme des particules, il convient 
de ne pas perdre de vue qu'ils sont indiscernables entre eux. 

Dans les différentes applications statistiques l’indiscernabilité 
des particules présente un intérêt spécial. Pour rendre la question 
plus claire, considérons d’abord un verre rempli de particules réelles, 
de billes par exemple. Si on secoue le verre, les billes changent leur 
position sans changer leur nombre total; on obtient un nouvel état, 
puisque certaines billes se sont déplacées pour prendre la position 
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des autres. En secouant un verre rempli d'eau on ne peut pas parler 
d'un nouvel état, la partition elle-même de l’eau en « particules » 
étant conventionnelle. 


$ 48. Nombre d'états d’une particule quantique dans un élément 
de volume de l’espace des phases (espace u) 


La notion des photons permet de les considérer dans une cavité 
comme un gaz parfait de particules quantiques se trouvant dans 
un volume fermé. Tenons maintenant compte de ce que les états 
du photon ne sont pas tous pos- 
sibles. En effet, l'impulsion d'une 
particule classique placée dans 
un puits de potentiel infiniment 
profond peut être quelconque, alors 
qu'un photon n'admet que les 
valeurs de l'impulsion correspon- 
dant aux formules (46.7). Cette 
différence devient plus manifeste 
lorsqu'on examine l’espace des 
impulsions. Pour les particules 
classiques tout vecteur dans cet 
espace définit les valeurs possibles 
de l'impulsion; or, d’après (46.7) 
les photons n’admettent que les vecteurs dont les composantes 
suivant les axes sont des nombres entiers, multiples des mêmes 
grandeurs, et notamment: 2x#/a pour l'axe p., 2nk%/b pour l'axe 
Py et 2rhlc pour l'axe des p, (fig. 7.3). Ainsi, les extrémités des 
vecteurs de l’impulsion du photon forment dans l’espace des impul- 
sions un réseau rectangulaire. À chaque vecteur de réseau, i.e. 
à chacun de ses nœuds, correspond un parallélépipède élémentaire 
de volume 


3 
AQ = Ap, Ap, Ap, = 22.22.28 _ CH, (8.1) 
a b c V 

Bien que le volume AQ soit fini, du point de vue de nos idées 
macroscopiques courantes, il est très petit. Ainsi, dans une enceinte 
cubique de dimension a — 1 cm le côté AQ est égal à 2nhk/a, i.e. il 
est de l'ordre de 6,6-10-? g-cm-s-!. Les photons présentant cette 
différence d’impulsion se distinguent peu en longueur d'onde, et 
notamment 


LA [2mh\ ___ @nñ) Ap __ 
AAA (= EE ge = 
Ceci correspond à la différence relative des longueurs d'onde 
| AMA | = 4/a. 


10—01488 
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Même pour les ondes lumineuses de la gamme infrarouge (4 — 1 
à 10 um) on obtient une grandeur très petite (10-* à 10-5). Il con- 
vient de noter que les deux longueurs d'onde choisies ne sont pas 
voisines, de sorte que la différence entre les longueurs d'onde voisines 
est encore beaucoup plus petite. Ainsi, bien qu en fait les impulsions 
et les longueurs d’onde des photons qui leur correspondent soient 
discrètes, du point de vue macroscopique on peut les considérer 
comme des grandeurs pratiquement continues. 

On se demande alors quel nombre d'états revient à un élément 
de volume de l’espace des impulsions dQ, qui. tout en étant considéré 
comme infiniment petit du point de vue de nos notions macroscopi- 
ques, est en fait bien supérieur à AQ. Le nombre d'états cherché dG 
est égal au nombre des vecteurs de l'impulsion qui se terminent en 
d@ et sa valeur approchée est donnée par le quotient de dQ@ par 


AQ : 
da dQ 


Ce résultat est d'autant plus exact que dQ est plus grand par rapport 
à AQ. La relation (48.2) peut également être interprétée d’une 
autre façon. La quantité dy — dQV est un élément de volume de 
l’espace des phases. L'expression (48.2) peut être mise sous la forme 


dG = dy/(2nt), (48.3) 


d’où l'on tire que Le nombre d'états qui revient à un élément de volume 
de l’espace des phases est défini par la formule (48.3). 

On montre sans peine que le résultat mentionné est d’un caractère 
très général. Considérons, par exemple, la partie dV du volume 
total du récipient et le volume précédent de l’espace des impul- 
sions dQ. Il leur correspond le volume de phase 


dy = dQ dy 


différant du volume précédent. Combien d'états reviennent à dy? 
La nouvelle partie dV de l’espace doit être considérée comme un 
nouveau récipient à parois de dimensions plus petites. En vertu 
de (48.1) dans ce récipient la maille élémentaire a une autre dimen- 
sion, plus grande, à savoir: 

(ru) 


D de 


Le nombre d'états s'avère égal à 


__d® __dA@dF _ dy 
dG— "AQ Gui) (ri) ° 


Dans le nouvel élément du volume de phase le nombre d'états est 
plus petit que dans le précédent, du fait que dV est plus petit que V. 
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Par contre, dans |’ le nombre de petits volume dF est égal à V/dV, 
de sorte que le nombre total d’états reste le même dans ce mode 
de calcul. 


6 $ 49. Quantification dans le cas des particules 
Considérons les particules qui se trouvent dans un puits de 
potentiel. Le comportement des particules doit être décrit de façon 
exacte compte tenu de la mécanique quantique. On établit alors 
qu'il existe une analogie avec les propriétés du rayonnement. Comme 
nous l'avons déjà dit au $ 45, à chaque particule libre on fait cor- 
respondre une onde de de Broglie, i.e. une onde monochromatique. 
Dans un puits de potentiel infiniment profond apparaissent des 
ondes stationnaires, la longueur du côté du puits pouvant comporter 
un nombre entier de demi-ondes. Tout comme dans le cas du rayon- 
nement. il s'avère plus commode de remplacer les ondes stationnaires 
par des ondes progressives et, pour conserver le nombre correct de 
variables indépendantes, d'admettre la possibilité des ondes indé- 
pendantes se déplaçant dans le sens inverse, sous la condition que la 
longueur du côté du puits puisse comporter un nombre d'ondes 
entier. Autrement dit, pour les particules, tout comme pour les 
ondes, on a les relations (46.7) définissant les valeurs possibles des 
composantes de l'impulsion. Elles vérifient également la formu- 
le (48.3) déterminant le nombre d'états par unité de volume de 
l'espace des phases. 

La mécanique classique donne la relation entre l'impulsion et 
l'énergie de la particule: e — p*/(2m,), de sorte que les valeurs 
possibles de l'énergie sont égales à 


__(@nh}[ fpmx\?., pmy\2 , /m:\2 ; 
Le) AGE (au 

La mécanique quantique aboutit à une conclusion imprévue dw 
point de vue des notions classiques. Il s'avère que Les particules: 
réelles identiques, tout comme les photons, obéissent au principe d'in- 
discernabilité. Ce fait confirmé par l'expérience traduit les propriétés: 
ondulatoires des particules. 

Toutes les particules existant dans la nature forment deux 
groupes qui diffèrent en principe. Elles sont classifiées d'après le 
moment cinétique intrinsèque qui initialement, et comme on l'a 
établi par la suite, d’une façon trop simplifiée était envisagé comme 
le moment cinétique de la rotation de la particule sur son axe. Or, 
pour certaines particules la projection du moment sur un axe arbitrai- 
re peut prendre seulement des valeurs demi-entières de la constante 
de Planck À, et pour ‘les autres seulement des valeurs entières. 
Ainsi, pour les électrons il n'existe que deux valeurs du moment 
cinétique intrinsèque ou du spin, à savoir: +h%/2 et —h/2, et pour 


10% 
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les photons +% et —%. Les particules à spin demi-entier s'appellent 
particules de Fermi ou fermions, et celles dont le spin est entier, 
particules de Bose ou bosons. 

Leur différence de principe consiste en ce que Les fermions obéissent 
au principe de Pauli d'après lequel dans l'état caractérisé par des 
valeurs déterminées des nombres quantiques et du spin ne peut se trouver 
qu'une seule particule. Ainsi, dans l’état caractérisé par certaines 
valeurs des nombres quantiques m,, m,, m,, i.e. dans l’état à impul- 
sion donnée, ne peuvent se trouver que deux électrons différant 
par le spin qui pour l’un vaut +h/2 et pour l’autre —#/2. Les bosons 
n'obéissent pas au principe de Pauli et dans chaque état leur nombre 
peut être quelconque. 


CHAPITRE 8 
DISTRIBUTION GRAND-CANONIQUE 


$ 50. Distribution canonique en statistique quantique 


En statistique classique la distribution de Gibbs, ou comme on 
l'appelle, la distribution canonique, est de la forme 


dWw—etf-€/@D q7. 


Elle donne la probabilité pour le système de se trouver dans l’un 
des états décrits par le point dans un élément de volume de l’espace 
des phases dr. 

En mécanique quantique un système peut également occuper 
des états distincts d'énergie différente, mais à la différence de la 
mécanique classique, ces états sont discrets, i.e., par exemple, il 
existe un état d'énergie £, et un état d'énergie €, mais il n'existe 
pas d'états d'énergie intermédiaire entre &, et &€2. 

Dans ce qui suit nous envisagerons seulement les systèmes du 
type d’un gaz parfait, i.e. les collections des particules dont on peut 
négliger l'interaction de force. Ces systèmes sont assez simples, de 
façon qu'on peut obtenir un résultat définitif sous une forme peu 
compliquée; d'autre part, le modèle d'un gaz parfait présente sou- 
vent une bonne approche des systèmes physiques réels. 

Dans le cas d’un gaz parfait, notre affirmation acquiert une 
évidence particulière. Notons &;, €+, . .. les énergies des états 
des particules isolées et 7,, n:, . .. les nombres d'occupation de 
ces états, i.e. le nombre de particules se trouvant dans cet état. 
Pour l'énergie du système tout entier on peut écrire 


Éy = Me + Note +... 


où £&, est l'énergie du système à l’état de numéro v, dans lequel n, 
particules possèdent une énergie €, n. l'énergie e., etc. De la sorte, 
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les états du système dans son ensemble peuvent être numérotés en 
indiquant tous les nombres d'occupation 


MT {r, No, Dar] 4 


et en passant d’un état à un autre l’énergie prend les valeurs qui 
se distinguent d’un nombre entier des grandeurs &,, &,, etc. 
L'extension de la distribution de Gibbs à la mécanique quantique 
se ramène à l'affirmation que la probabilité de l'état v d'énergie £, 
vaut 
W,= et En/E, (50.1) 


Ici F* est l'énergie libre du système quantique. Elle est déterminée 
par la condition de normalisation, i.e. par la condition que la pro- 
babilité pour le système de se trouver dans l’un de tous les états 
est égale à l'unité: 

D W,=1. (50.2) 


Puisque (50.2) entraîne que 
Det" BED L QFen 1 7 EU TL 4, 
v v 


en introduisant la notion de la somme statistique 
Z*= De EU), (50.3) 
v 


on peut écrire 
F# = —E%T In Z*. (50.4) 


Ainsi, si on connaît la structure du système, i.e. si on connaît les 
énergies €, de tous ses états éventuels, à l'aide de (50.3) on peut calculer 
la somme statistique et ensuite, d'après (50.4), trouver l'énergie libre 
de ce système. 

Les formules (50.1) et (50.3) sont analogues aux expressions 
(30.5) et (30.6), tout en présentant une différence essentielle définie 
par deux faits. 

Premièrement, en mécanique classique les états du système 
forment une suite continue. i.e. en termes de la théorie des proba- 
bilités, l’état du système (plus exactement l’énergie de l’état) est 
une variable aléatoire continue, alors qu’en mécanique quantique 
les états sont discrets. 

Deuxièmement, la mécanique quantique tient compte du principe 
d’indiscernabilité, et pour les fermions, encore du principe de Pauli. 

Ainsi, l'énergie libre F*, calculée d’après la mécanique quanti- 
que, ne coïncide pas avec l'énergie libre F calculée d’après la méthode 
classique. Cette différence reflète, d’une part, le désaccord réel 
dû à ce qu’en faitce sont les lois de la mécanique quantique qui sont 
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exactes, alors que les lois classiques ne sont qu'une approximation 
de la réalité qui à l'échelle des microparticules est loin d être tou- 
jours justifiée. D'autre part. il existe des systèmes où la prise en 
compte du principe d’indiscernabilité et du principe de Pauli n’est 
pas essentielle. Comme dans la plupart des cas les systèmes présen- 
tant un intérêt pratique se composent d'un très grand nombre de 
particules microscopiques, de sorte que le nombre d'états éventuels 
est énorme et la différence entre les états proches est très petite, 
on peut admettre avec une grande précision que leur distribution 
est continue. Il est clair qu’une liaison doit alors exister entre les 
distributions de Gibbs classique et quantique, ainsi qu'entre les 
énergies libres F* et F. Cette liaison sera établie par la suite sur les 
exemples des systèmes concrets de bosons et de fermions; pour le 
moment, décrivons seulement l'astuce utilisé à cet effet. ainsi que 
la conséquence importante qui en découle. 

Ainsi, supposons que les états du système sont discrets, et la 
prise en compte du principe de Pauli et du principe d’indiscernabilité 
est sans importance. Chaque état éventuel du système est représenté 
par un point dans l’espace des phases F. Lorsque la distribution est 
discrète, ces points se trouvent à une certaine distance les uns des 
autres. Désignons par gr le nombre d'états discrets par unité de 
volume de l’espace let appelons gr densité d’états dans l’espace T. 
Alors, par élément de volume dF, on a 


dG = gr dr (50.5) 
états. 

Supposons que l'élément d7 choisi est si petit que la probabilité 
de tous les états qui lui appartiennent est pratiquement la même. 
Etant donné que d'après la distribution de Gibbs la probabilité 
dépend de l'énergie, il suffit à cet effet que les énergies de tous les 
états qui figurent dans dT se distinguent de la quantité sensiblement 
inférieure à ÀT. Supposons également que malgré la petitesse du 
volume dl choisi, le nombre d’états discrets correspondants est 
assez grand ; alors, la somme statistique (50.3) peut se calculer de 
la façon suivante. 

Divisons tous les états représentés par des points dans l’espace T 
en groupes appartenant aux volumes dT'; et réalisons la sommation 
en deux étapes : d'abord, sur les états à l’intérieur des volumes isolés 


dr; (2), puis sur les résultats obtenus pour des volumes différents, 
ar 


i.e. écrivons 


25 (S 67500). 
i dr; 


Le calcul de la somme entre parenthèses est bien simple. En effet, 
par hypothèse, la valeur de l’exponentielle pour tous les termes de 
cette somme est la même, de sorte que la valeur de la somme est 
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égale à cette quantité multipliée par le nombre de termes de la 
somme, i.e. par le nombre d'états dans le volume dT;, ou. compte 
tenu de (50.5), 


> e72/ŒT) LS e7</ED gp dr. 


dr; 


Ainsi, 
- G/(RT) —&/GT 
73 = $;e" 880 LV e 8er dTi. 
v L 


Le calcul de la deuxième somme sur les différents éléments df, 
n’est rien d'autre que l'intégration sur d', de façon que 


Ta | eee AT. (50.6) 


On voit que l'expression (50.6) se distingue de l'intégrale sta- 
tistique (30.8) 


z=([e"#"#ar 


par le facteur gr. gr étant une constante *), il vient 
Z* = grZ. (50.7) 
Maintenant, pour l'énergie libre on obtient 
F* = —kTiInZ* = —KTInZ — AT Ingr = F — KT In gr. (50.8) 


Cette dernière formule montre que l'énergie libre définie d’après 
(50.4) ne coïncide pas avec l'énergie libre obtenue par la méthode 
classique d’après (30.7). Cette différence intervient-elle dans la 
détermination des grandeurs observées empiriquement ? 
Considérons d’abord le sens thermodynamique de l'énergie 
libre. La variation de l'énergie libre dans le processus isotherme 
AF*, lorsque le deuxième terme du second membre de (50.8) est 
constant, est égale à la variation AF, i.e. au travail réalisé par le 
système dans le processus isotherme, mais pris avec le signe opposé 


(AF*)r=const — (AF)r=const = —A4. (50.9) 


*) [D'après (48.3) Le nombre d'états d'une des particules du système dans 
son espace ui vaut dy’(214)%. Le nombre d'états du système est égal au produit 
des nombres d'états des particules isolées, de façon que 


_ dYr dy dyv 
= Qu | ‘Grip 


Etant donné que d'' = dy; dys . . . dyw, il vient 


e-[al 
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Si nous dérivons (50.8) par rapport au volume, il vient 


9F* __0oF 
DU a P: (50.10) 


De cette façon, l'équation d'état est déterminée par la même équa- 


tion. 
Pour l'énergie interne, on obtient 


9F ôF* . 2e 
ôF* = 
FT, (650.11) 


i.e. l'équation de Gibbs-Helmholtz garde sa forme. 

Si par analogie avec (39.1) on détermine l’entropie par la rela- 
tion 

oF* L 
S+— TT? (50.12) 

on montre sans peine que cette définition conduit à la valeur de 
l’entropie qui se distingue d’une valeur constante de celle qui résulte 
de l'expression (39.1). En effet, 


S*= —7 — — + kingr=S+kin er. 


Cette différence doit être examinée de plus près. 


$ 51. Entropie et troisième principe de la thermodynamique 


Au $ 39 nous avons établi le sens statistique de l'entropie. 
Le résultat obtenu est entaché d’un défaut important, et pour éluci- 
der cette question, nous reprendrons la conclusion faite dans ce qui 
précède, mais en l’appliquant à la distribution quantique de Gibbs. 

D'après (50.12) l'équation de Gibbs-Helmholtz et la définition 
de l'entropie S* entraînent 

S* = (U — F*)/T. 


Mais l’énergie interne est la valeur moyenne de l'énergie du système, 
i.e. 
(FE /(RT) 
U — > £,e €) : 
v 


et en utilisant la condition de normalisation, on peut écrire 
__ 4 (F#-G)/(RT) 1 CFE )/URT) 
* T > éve v TT > Fe % = 
v v 


Ee > F*—6s er SUD) 
T 
v 
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En multipliant et en divisant par la constante de Boltzmann on 
obtient 


S=kS Lez et 61) =—kSW,InW,, (51.1) 
v v 


i.e. l'entropie est égale à la moyenne du logarithme de la probabilité 
de l'état’ du système. La formule (51.1) montre que la probabilité 
étant une grandeur sans dimension, la dimension de l’entropie coïn- 
cide avec celle de la constante de Boltzmann. Il en va un peu autre- 
ment pour la formule (39.1) 


= —k(u In wdT, 


qui se distingue par ce que la probabilité W, est remplacée par la 
densité de probabilité w et la sommation par l'intégration. Puisque 
la densité de probabilité est une grandeur de dimension inverse 
à celle de l'élément du volume de phase, sous le signe d’intégration: 
on trouve le logarithme de la grandeur dimensionnelle, i.e. la dimen- 
sion de l’entropie est plus compliquée que dans le cas précédent. 
On voit sans peine que la différence entre (51.1) et (39.1) est due- 
à la cause suivante. 

Le passage correct du cas quantique discret au cas classique- 
continu doit consister à remplacer la probabilité W, par la proba- 
bilité w dT pour que le système se trouve dans l’un des états appar- 
tenant à di. Alors, on obtient à partir de (51.1) 


S*=—k Swdr in (w dT)= —k j In (2ÿdT) w dr = 
= —+ | winwdr—# | In(dr)uf. 


dT est un volume infiniment petit de 1 espace des phases. Si on 
admet que tous les éléments d7 en lesquels est divisé l’espace des: 
phases sont les mêmes, si l’on tient compte de la condition de norima- 
lisation le dernier terme devient 


+ { In (dT)w dl = —kln (dr) | w dT = —k In (dT). 


Par conséquent, le passage rigoureux de (51.1) à la distribution: 
continue conduit à la formule qui se distingue de (39.1) d’une certaine 
constante: 


S*= —k Î w Inw dl —kln(dT) = —k% Î w ]n w d + const. 
La constante dépend de la valeur du volume de phase choisi 


comme élément d’intégration infiniment petit, i.e. elle est en fait 
arbitraire. Ainsi, du point de vue classique l’entropie n’est définie 
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qu'à une constante arbitraire près. Ceci ne présente aucun inconvé- 
nient, si, comme c'est l'usage. on s'intéresse à la différence des 
valeurs de l'entropie en deux états, puisque la constante s’élimine 
par soustraction; toutefois, la formule (39.1) ne donne pas la valeur 
absolue de l’entropie. 

Existe-t-il des faits empiriques témoignant en faveur de telle 
ou telle expression de l’entropie? Eh bien, ils existent réellement. 
Le comportement de plusieurs grandeurs thermodynamiques s’ac- 
-corde avec l'hypothèse que l’entropie décroît avec le refroidissement, 
qu’elle s'annule au zéro absolu. Ainsi, la constante indéfinie dont 
-on a parlé dans ce qui précède doit être choisie de façon à respecter 
l'égalité 

Sir -0 — 0. 


Cette condition joue un rôle important en thermodynamique et a été 
nommée troisième principe. On montre aisément que le troisième 
principe est une conséquence de la définition de l’entropie par l’ex- 
pression (51.1) qui tient compte de la nature discrète quantique des 
«états, si seulement on suppose que l'état fondamental du système 
n'est pas dégénéré, c'est-à-dire qu’il n’existe qu’un seul état fonda- 
mental dont l'énergie est minimale. 

En effet, supposons que l’état le plus proche en énergie possède 
une énergie plus grande de A£. La distribution de Gibbs (50.1) 
implique alors que lors du refroidissement jusqu’à des températures 
:si basses que kT << AË la probabilité de tous les états, sauf l’état 
fondamental, sera négligeable. Avec T = 0, la probabilité de l’état 
fondamental vaut l'unité et pour tous les autres elle est nulle. 


Dans ce cas la somme © W, In W, qui définit l'entropie s’annule. 


= 

Ainsi, la prise en compte des effets quantiques conduit à l'expres- 
.sion correcte de l’entropie sous la forme (51.1), d'où il s'ensuit, en 
particulier, pour des systèmes réels à T — 0 l'égalité de l’entropie 
à zéro, i.e. le troisième principe de la thermodynamique. 


$ 52. Principe du maximum de l’entropie 


Lorsque l’entropie est correctement définie par la formule quan- 
tique (51.1) au facteur k près, elle coïncide avec (12.1) et, par suite, 
donne la mesure de l’indétermination ou du désordre du système 
à l’état macroscopique. Un principe important justifié par la distri- 
bution de Gibbs et la coïncidence avec l'expérience de toutes les 
-conclusions dont on en tire, est le principe du maximum de l'entro- 
pie. L'entropie est déterminée par la formule (51.1) et à l'état d'équi- 
libre, elle atteint la valeur maximale compatible avec les conditions 
dans lesquelles se trouve le système, i.e. l'état d'équilibre correspond 
.à l’état le plus désordonné ou indéterminé de tous les états possibles. 
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Ce principe peut être mis à la base de la physique statistique des 
états d'équilibre, puisqu'on en déduit en particulier la distribution 
de Gibbs. 

Voyons pour quelle valeur des probabilités des états isolés W, 
l’entropie atteint le maximum. À cet effet utilisons la règle de 
calcul d’un extrémum et tenons compte que les probabilités W, 
sont liées par la condition de normalisation (50.2): 


v 


D'après la méthode générale des multiplicateurs indéterminés de 
Lagrange, composons la fonction 


FOV)= KE Win Wu x W.. 


où À, est un multiplicateur indéterminé de Lagrange. Après la 
dérivation de f (W,) par rapport à chacune des variables W, et 
l'annulation des dérivées on obtient un système d'équations dont 
la v-ième équation est de la forme 


—k— ki W. —2 =0, 
i.e. 
a À 
InW,— — (1 +), 
d'où 
W,=e-tt+01/#)] = const, 


où la valeur de la constante est déterminée par la condition de 
normalisation. 

Ainsi, les probabilités de tous les états sont les mêmes. Le nombre 
d'états du système étant infiniment grand, la condition de normali- 
sation entraîne que W, — 0. Si on tient compte de l'égalité de tous 
les W,, on obtient pour l'entropie 


S*=—k D W,.inW,=-kImW, SW,=—-kInW,. 
Y v 


Avec W, tendant vers zéro. —In W, tend vers l'infini, et la valeur 
de l’entropie devient ainsi infinie. 

Ce résultat est en contradiction avec les faits expérimentaux 
et la distribution de Gibbs d’après laquelle les probabilités des 
états d'énergie différente ne sont pas les mêmes. On l’a obtenu 
parce qu’on n’a pas tenu compte d’une circonstance importante. 
Dans les conditions réelles un système en équilibre n’est pas isolé. 
il est en contact avec le milieu ambiant. Ordinairement, on intro- 
duit la notion de thermostat en tant que système en interaction 
avec le système considéré, mais si grand que l’action du système 
étudié est incapable de perturber l'état d'équilibre du thermostat. 
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L'équilibre étant observé dans les conditions du contact avec le 
thermostat, le système envisagé échange en permanence avec celui-ci 
de l'énergie. Aussi, bien que l'énergie ne soit pas constante, sa 
moyenne, i.e. l'énergie interne, a-t-elle une valeur bien déterminée. 
Donc, en calculant les probabilités W,, il convient d'imposer une 
contrainte supplémentaire de la forme suivante: 


D E.W,=U = const. (52.2) 


En calculant le maximum composons maintenant la fonction 
fi (W,)— —kY W, InW,—aA » W,— LD ÉvW,. 
v 


v v 
où À, est un autre multiplicateur indéterminé de Lagrange. La 
dérivation fournit l'équation de la forme 


—k In Wi—k—h — hér = 0} 
d’où l’on tire; 
W,= e”C1+O/A)+ 2 /RE NT, 


Si la constante À, est désignée par 1/7 et À, par — [(F*/T) + kl], 
la probabilité de l’état v s'écrit 
Wine eplan, 


i.e. elle coïncide avec la distribution de Gibbs. L'énergie libre 
introduite formellement par le multiplicateur À, et la température 
introduite par le multiplicateur À, sont définies par la condition 
de normalisation (52.1) et l’équation (52.2): 


S'etFt-E in 4, 
v 


> Eee" EU) Le U. (52.3) 
v 


En établissant la relation entre l’énergie libre, la température 
et l’énergie interne il est plus commode de considérer comme donnée 
la température et non pas l'énergie interne. Les équations ci-dessus 
permettent de calculer F* et U comme fonctions de 7 (et du volu- 


me ÿ). 


$ 53. Déduction de la distribution grand-canonique de Gibbs 


En mettant à la base le principe du maximum de l’entropie on 
peut obtenir une distribution de Gibbs plus générale que celle 
examinée jusqu’à présent. C’est le cas où le nombre de particules 
constituant le système peut changer. Ainsi, si dans un récipient 
fermé se trouve un gaz à nombre de molécules déterminé, on peut 
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extraire en pensée un petit volume et considérer comme système le 
gaz se trouvant dans ce volume. Les molécules peuvent entrer dans 
le volume dégagé et en sortir, de façon que le nombre exact de molé- 
cules n’est pas défini, mais à l’état d'équilibre leur nombre moyen 
reste invariable. Nous tiendrons compte dès le début de la nature 
discrète quantique des états, car il découle de ce qui précède que 
cette approche est plus conséquente. 

Notous W, , la probabilité du v;-ième état du système composé 


de N particules. Alors, l’entropie maximale correspond à une distri- 
bution qui maximise l'expression 


s—= —hÈ Win Wy, 


sous les contraintes supplémentaires 


D Wy,=t à Er Wsy= Us 


Ve 


» NP UN) 
VN 


où (NW) est le nombre moyen de particules dans le système envisagé. 
Formons la fonction 


A (Ws,) —= 2) W,, In Wyy 2 Wi,— 
Yn ŸN 
—h à = En Pvr — È NW, 


Après la dérivation par rapport à W. , © obtient ar 
—klnW,,—k—A 26, —2N =0, 


dont la soluiion est de la forme 
(R+AitA2S, +AsN)/k 
W,,=e ŸN 


ou si l’on introduit la notation! 
- +) = QT À = AIT, As = —w1, 
il vient 
(@*- N);(RT) 
Mie (53.1) 


La formule (53.1) donnant la probabilité pour que le système en équi- 
libre avec le thermostat contienne N particules et possède l'énergie 
£v,, porte le nom de distribution grand-canonique de Gibbs. 


N — 
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Les grandeurs formellement introduites Q*, T et up (x est le 
potentiel ne sont déterminées à partir des conditions 


(@*-S, +UN)/RT) ; 
+ Wx = E È $ Le =1, (53.2) 
(Qe-E, +ANY/UT) _ 
D w ve vx = =È £r.e ,e SU; (53.3) 
ŸN 
(Q* Sr NY/GT) 
EN = Ne de HET. (53.4) 
Ye vx 


Au lieu de calculer les valeurs de lu et de T correspondant à la valeur 
donnée de l'énergie interne U et au nombre moyen de particules 
{N). on peut les considérer comme données et, alors, d’après (53.2) 
à (53.4). on peut calculer Q*, Let (N) comme fonctions de pu et 
de 7 (ainsi que du volume V du système). 


$ 54. Sens thermodynamique des paramètres 
Q+*, pet T 


Le mode de raisonnement employé ci-dessus pour déduire la 
distribution grand-canonique de Gibbs a fait intervenir les gran- 
deurs Q*, pet la température T comme des constantes; il s'agit 
donc maintenant d’élucider le sens physique de ces paramètres. 
A cet effet on peut, en appliquant (53.2), (53.3) et (53.4), essayer 
d'obtenir certaines équations qui les associent entre elles et de com- 
parer les équations ainsi obtenues avec d'autres déjà connues de la 
thermodynamique, i.e., en définitive, de l'expérience. Cette procé- 
dure suppose une bonne connaissance préalable de la thermodynami- 
que, et de ce fait il est plus simple, en s'appuyant sur l'analogie 
avec la distribution de Gibbs ordinaire, de reconnaître que T est la 
température et Q* une fonction de 7 et u analogue à l'énergie libre 
que nous appellerons potentiel oméga. Les équations thermodynami- 
ue peuvent être alors déduites des équations (53.2), (53.3) et 
(53.4). 

En nous guidant par ce programme commençons par établir les 
conditions de l'équilibre de deux systèmes équilibrés. Supposons 
que l'un d’eux est décrit par la distribution grand-canonique 

CRE rte NRT 


Wie = : (54.1) 


et le second par la distribution 
. Que. HUTN/ETT 
Ws,. — . (54.2) 


Supposons que l'énergie d'interaction de ces systèmes entre eux et 
avec le thermostat est sensiblement inférieure à l'énergie des systè- 
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mes eux-mêmes. Si on les envisage comme un système unique, ils 
obéissent à la distribution grand-canonique qui peut s’écrire 
(Q*-$,. +UN)ART) 
: 


vn € s . (54.3ÿ 


Puisque nous négligeons l'interaction des systèmes, la probabilité 
d’un état quelconque du premier système ne dépend pas de l’état 
du deuxième. D'autre part, chaque état du système combiné peut 
être considéré comme un certain état du premier et un certain état. 
indépendant du deuxième, de sorte que chaque indice v ; correspond 
à certains vx et vn-; cela étant 


N=N+N", (54.4) 
et 
Er, = Evry + € LOS | (54.5) 


i.e. le nombre total de particules est égal à la somme des particules. 
dans chacun des systèmes constitutifs et l'énergie totale. à la somme 
des énergies. 

Si les états des sous-systèmes sont indépendants, en vertu des 
principes fondamentaux de la théorie des probabilités, la probabilité: 
de l’état d’un système complexe est égale au produit des probabilités. 
des états des sous-svstèmes qui le composent : 


We, = Wir Wirge (54.6) 


En portant dans (54.6) les valeurs des probabilités (54.1), (54.2} 
et (54.3), on peut obtenir 


Sn EN LE (Q*"- ue SU, Orne MENT 


ou en utilisant (54.4) et (54.3) 


Q-S!, -$7. +UN'+UN")/(ET os, NAT" 
à Eire Eve ANT HUNT/UT) : Dee a NC he 


(85. FUTNT/UT 


xe e 


La dernière égalité devant être identiquement vérifiée pour 
toutes les valeurs de &,.,,, €s-,. N', N°, cela signifie qu on doit 
avoir les égalités suivantes: 


TETE, (54.7} 
u=u =", (54.8) 
Q+ = Q*° + Q+7, (54.9) 


Airsi, pour assurer l'équilibre de deux systèmes il faut que soient 
égales leurs températures T et les paramètres u. D'autre part, le poten- 
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4iel oméga d'un système complexe est égal à la somme des potentiels 
oméga des systèmes constitutifs. 

Il découle de ce qui précède que le potentiel chimique joue par 
rapport au nombre de particules le même rôle que la température 
par rapport à l’énergie. Etant donné que dans tous les systèmes en 
équilibre avec le thermostat donné les températures et les potentiels 
chimiques ont la même valeur que pour le thermostat, on peut 
considérer que ce sont les caractéristiques du thermostat et non pas 
des systèmes en équilibre avec ce dernier. C'est justement pour 
cette raison qu’il est raisonnable de considérer comme donnés y 
et T et de déterminer les autres grandeurs décrivant le système 
“envisagé (potentiel oméga, énergie interne, etc.) en fonction de ces 
paramètres. 

Toute une série de relations thermodynamiques importantes 
peuvent être obtenues à partir de la condition de normalisation. 
Ainsi, après la dérivation de (53.2) par rapport au potentiel chimi- 
que Hi, on obtient 

(QE, +uN)/UT 
D 2Q* N) À 8v, uN)/( 
ou 
ŸN 
ou, si on utilise (53.4), 


aQ* 

= —(N). 54.10 
= —(N) (54.10) 
De la sorte, la dérivée du potentiel oméga par rapport au potentiel 
chimique prise avec le signe opposé est égale au nombre moyen de 
particules dans le système. 

La dérivation de la condition de normalisation par rapport à la 
température conduit à l’é équation analogue à l'équation de Gibbs- 
Helmholtz dans le système à nombre constant de particules. On a 


Q*- +HN)/(RT Q* +uN)/(RT 
0— ‘1 D à Ex, *h V(RT) 2e à. Evy DN)/(ET) 
Yn 


2 KT OT 0 = 
—"6 » LE NY(RT; 
y vnTH na 8, FUN 
kT? 
YN 
L'expression obtenue peut s'écrire 


1 00° (8, FHN/T)  Qe QE, +HNIRTS 
AT 2° THE 


4 € (Q*-8,, +HN)/(RT) u (a 6, CERN u 
+- DE, e N —-7# À Ne , = 0. 
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Si on multiplie la dernière équation par ÀT* et utilise les relations 
(53.2), (53.3) et (53.4). il vient 


TO + Up {N) —0, 
i.e. 
4Q* 
U= QT HN), 


ou finalement 


oQ* dQ* 
U—-Q+*—T ELA TU (54.11) 
L'expression (54.11) permet de calculer l’énergie interne d’après 
le potentiel oméga et est une généralisation de l’équation de Gibbs- 
Helmholtz aux systèmes à nombre de particules variable. 
En dérivant la condition de normalisation par rapport au volu- 
me Ÿ, on trouve 
* 26, (2-8, +UM/(RTI : 
OZ —e 6419) 
YVN 
Ici on tient compte que lorsque le volume du système en équilibre 
avec le thermostat change, la température et le potentiel chimique 
définis par le thermostat restent constants, alors que l'énergie du 
système change sous l'effet de l'interaction avec les parois. Pour 
nous faire une idée plus concrète du cas envisagé, admettons que le 
sous-système est un gaz contenu dans un cylindre à piston mobile. 
Dans la paroi latérale du cylindre est pratiqué un orifice par lequel 
ce cylindre peut communiquer avec un autre grand récipient rempli 
de même gaz (thermostat). Lorsque le piston se déplace de dx, le 
volume du sous-système (du gaz dans le cylindre) varie de dV, où 


dV = S dx 


(S est l’aire du piston). La dérivée de l’énergie par rapport au volu- 
me peut s’écrire 


6, La 66,,, 
0 S oz 


On sous-entend que lorsque le piston se déplace de dx, l'énergie 
varie de dé,,,, le nombre de particules NV restant constant. Cette 


variation est égale au travail de la force comprimant le système qui 
se trouvait à l’état v,; on a donc 


[à 
dA = dé, = Fy, dz. 
Dans ces conditions, d’après la troisième loi de Newton, le système 
agit sur le piston avec une force égale en valeur, mais de direction 
11=01488 
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oppcsée : 
, 6, 
Fs,= — EF, = er. 
Par eee ac entraîne 
(Q*-$,, +UN)UAT) (F) 
_u = + » Fvye cd Te 


vN 


où (F) est la valeur moyenne de la force pour tous les états pos- 
sibles. La force moyenne divisée par l'aire n'est rien d’autre que la 
pression P exercée par le système sur le piston, de sorte que 


Das: 00 (54.13) 


Ainsi, la pression est égale à la dérivée du potentiel oméga par rapport 
au volume, prise avec le signe opposé. 

Etablissons, enfin, la liaison entre le potentiel oméga et l’entro- 
pie. Compte tenu de la distribution grand-canonique l'expression 
générale de l’entropie amène 

QY—E, ,HuV (Qe-g, +uN)UT) 


S*= —kUW,,InW, D Nr a N / 
YN Yx 
Si on utilise les conditions (53.2), (53.3) et (53.4), il vient 
+= — + (QU +p(N)). (54.14) 


A l’aide de l'équation généralisée de Gibbs-Helmholtz cette équa- 
tion peut s'écrire sous la forme 


4 oQ* 94Q% = 
St —+ (7) =, (54.15) 


i. e. l’entropie est égale à la dérivée du potentiel oméga par rapport 
à la température, prise avec le signe opposé. 

Examinons comment change l’énergie interne au cours d’un pro- 
cessus réversible dans lequel le volume V, la température 7 et 
le potentiel chimique pu subissent une variation infinitésimale. 
On tire de (54.11) 


8Q* 8Q* 2Q* 2Q* 
dU = dQ® — ar Ta (5) — du 5e — nd (-) ; 
Cette égalité Re re 


dU = + av + = ar +2 = dh— ar Ta ( +) 


an ua Fe): 
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Si on utilise (54.10), (54.13) et (54.15) et réduit les termes semblables, 
il vient 
daU = —P dV + TdS* +ud (W). 


Lorsque le nombre de particules ne change pas dans le système 
(d (N) = 0) et le travail ne s'effectue pas (dV = 0), l'énergie 
interne ne varie que grâce à l’arrivée de la quantité de chaleur dQ; 
par conséquent 


dQ = T dS*. 
La variation de l'énergie interne est donc 
dU = —dA + dQ + ud (W). (54.16) 


Ainsi, dans un système à nombre de particules variable l’énergie 
interne Varie non seulement par suite du transfert de la chaleur et 
de l'exécution du travail, mais aussi grâce à la variation du nombre 
moyen de particules. Si le volume du système ne change pas (AV = 
— AA — 0) et le système est adiabatiquement isolé (AS* = AQ = 
= 0), (54.16) implique u — AU/A (N°), i.e. le potentiel chimique 
est la variation de l'énergie interne due à l'addition d'une seule parti- 
cule dans le processus où AV et AS* sont nuls. 

Le potentiel oméga est fonction du volume du système, ainsi 
que de la température et du potentiel chimique. Lorsqu'on donne le 
nombre moyen de particules et non pas le potentiel chimique, il 
est plus commode d’avoir affaire à une autre fonction thermodyna- 
mique définie par l'équation 

F* = Q* +u (N). (54.17) 


Lorsque les conditions (volume, température, nombre moyen de 
particules) changent, la fonction F* subit une variation égale) à 


dF* = dQ* +ud (N) + (N) du. 
Puisque 


dQ* = 


2Q* dQ* 2Q* 


a on ris en considération les relations (54.13), (54.10) et (54.15), 
il vien 
dF# = —S* dT — P dV +ud (W). (54.18) 
Pour le nombre moyen de particules et la température invariables, 
la variation de la fonction introduite s'écrit 
dF* = —P dy, 
i.e. elle est égale au travail pris avec le signe opposé. Ceci autorise, 


par analogie avec la définition donnée au $ 37, d'appeler la fonction 
F* énergie libre. (54.18) montre qu'il est commode de l'utiliser 
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dans les cas où par variables indépendantes on entend le volume, la 
température et le nombre moyen de particules. Les systèmes à nombre 
de particules donné peuvent être considérés comme des systèmes 
à nombre moyen de particules donné; (54.17) est donc la généralisa- 
tion immédiate de l'énergie libre examinée dans ce qui précède. 

Si la température et le volume du système ne changent pas et 
le nombre moyen de particules augmente de di, d’après (54.18) 
l'énergie libre reçoit un accroissement 


dF* =ud (NW). 


La dernière égalité entraîne que 


F* ” 
pi, (54.19) 


c’est-à-dire que du point de vue thermodynamique le potentiel chimique 
est la variation de l'énergie libre du système associée à l'addition au 
système d’une seule particule sous la condition que le volume et la 
température soient constants. 

(54.18) montre que pour des (VW) et V constants 


oF* 


TT = —S+, (54.20) 
et pour des (W) et T constants 
SP <p (54.21) 
av : < 


Ces relations sont parfaitement analogues aux égalités (36.12) et 


(39.1) 


Problèmes du chapitre 8 
1. En partant de l'expression du potentiel oméga d'un gaz parfait mono- 
atomique classique 
Q* — —(xT)5/2 e/UDyC, 
m  \3/2 
Fe ( ETS ] ? 
établir les caractéristiques thermodynamiques principales de ce système (la 


formule du potentiel oméga est déduite au chapitre 10). 
Solution. a) Le nombre moyen de particules se calcule d’après (54.10) : 
3 
(N)= + = (RTS MED C. 


En particulier, on en tire 


Lo 
rl Je 
où n— (N}/V est la concentration des particules. 


CH. 9] STATISTIQUE DE BOSE-EINSTEIN 165 


b) L'équation d’état se trouve d'après (54.13): 


* 
P—=— 2e? = (4T)S/2 e/RTD)e, 


ôV 
Si on élimine u à l’aide de l’expression ci-dessus, il vient 
P = nkT. 
c) L'énergie interne se calcule d’après (54.11): 
. aR* 9% 5 u ro 3 
Los _T NE om out EE QE Qs— _ 2 Qe 
CRE Ma mnt CR ae 2 2° 


ou, si on utilise l'expression du nombre moyen de particules, 
AS; 
= (N)4AT. 


d) D'après (54.14) on obtient pour l’entropie 
Lio 3 os ge) 1 (5,4 \os 
SET (e+38 FT }= T ( ir) 
“ on prend en compte la relation entre Q* et (N}, ainsi que l'expression de ue, 
il vient 


5 n | 
sk [ 5h CUT }]- 
La dernière relation peut s'écrire 


Se=k(N) [inv+ Sin T+G |, 


Ci=in C+£5in ki in (n), 


à cet effet il suffisait d'utiliser la définition de la concentration nr = (W)/V. 

Il est utile de comparer l'expression définitive de l’entropie avec celle qui 
a été obtenue au $ 39 pour le nombre fixé de particules. On voit que les deux 
expressions ne se distinguent que d'une constante. 


CHAPITRE 9 
STATISTIQUE DE BOSE-EINSTEIN 


$ 55. Bosons 


Comme nous l'avons déjà dit au chapitre 7, on appelle bosons 
les particules de spin nul ou entier (en unités #). On y rapporte: 

1) les mésons (X et x) dont le spin est nul: 

2) certains atomes dont le spin des électrons, protons et neutrons 
qui les composent s'additionne de façon que le spin résultant soit 
un nombre entier (à titre d'exemple on peut citer He,); 

3) les photons (spin 1); 

4) les phonons (quanta des ondes acoustiques, spin 1). 
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Dans ce qui suit nous nous intéresserons surtout aux photons, 
du fait que les mésons sont des particules à très courte durée de vie 
(10-$ s), dont le rôle dans les processus considérés est ordinairement 
négligeable ; quant aux atomes, ils possèdent une masse si grande 
qu'il est plus simple de leur appliquer la statistique classique. 
D'ailleurs, à des températures très basses il faut tenir compte des 
effets quantiques. 

Pour une matière à l'état solide, où les atomes forment un réseau 
cristallin, la tâche se ramène à l'étude des vibrations de ce réseau 
ou, autrement dit, à l'étude des propriétés des ondes acoustiques ou 
des quanta sonores que sont les phonons. 

Dans le présent chapitre l’ensemble de bosons est envisagé 
comme un gaz parfait, i.e. on suppose qu’il n’y a pas d'interaction 
entre les particules. 


$ 56. Distribution de Bose-Einstein 


Examinons un gaz parfait de bosons du point de vue statistique. 
Pratiquement, tous les renseignements sur ses propriétés macrosco- 
piques sont contenus, comme nous l'avons vu, dans le potentiel 
Q*, et c’est pourquoi notre tâche consiste surtout à calculer cette 
fonction. Comme nous l’avons dit dans le chapitre précédent, il 
est commode d'admettre que le système envisagé est en équilibre 
avec le thermostat dont la température T et le potentiel chimique pu 
sont donnés. Pour déterminer Q* il faut utiliser la condition de 
normalisation (53.2) qui peut s’écrire 


(Q*-$, “+HN)/(RT) (6, “+HN)/(RT) 
D e vw — e2/UT) D e ŸN = 0*/UATZX — 1, 
Vn Yn 


où la somme statistique 


(-6, +HNYRT) 
Z*=Ye Eve 


YN 


(56.1) 


de sorte que 
Q* = —KT In Z*. (56.2) 


Les calculs se simplifient considérablement si le système est 
choisi d’une façon spéciale, et plus précisément, si on considère 
comme système les particules du gaz de bosons qui se trouvent dans 
un état déterminé (qui possèdent des composantes de l’impulsion 
données). Après avoir déterminé le potentiel oméga des particules 
dégagées (du sous-système), on peut ensuite le trouver pour tout 
le gaz comme la somme des expressions établies pour tous les états 
possibles. L'application de ce procédé prévoit l’utilisation de la 
distribution grand-canonique, le nombre de particules à l’état 
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donné n'étant pas fixé. Le sous-système dégagé est un système 
à nombre de particules variable. 

Ainsi, considérons les particules se trouvant dans un certain 
état déterminé i et supposons que l’énergie de cet état est &;. L'éner- 
gie du sous-système dépend de la quantité de particules qui se 
trouvent à l’état considéré, et si leur nombre est n;, on a 


CAMEELTCTE (56.3) 


Un état du sous-système ne se distingue d’un autre état que par le 
nombre de particules »#,, de façon que ce nombre peut être utilisé 
pour la numérotation des états du sous-système. La somme statisti- 
que du sous-système dégagé est de la forme 


2t= De temrtunpuen, (56.4) 
n 
i 


où la sommation s'étend de #7; = 0, lorsqu'il n’y a pas de particules 
à l'état donné, jusqu’à n; — co. Le nombre de bosons dans le sous- 
système choisi peut être quelconque, du fait qu’ils n’obéissent pas 
au principe de Pauli, 

La somme statistique se calcule facilement du fait qu'il est 
clair qu’elle se réduit à la progression géométrique 


œ 
» C-ep+u DR; 1 
Zi= Xl ] D Te + ED 
ny=0 re 
Ainsi, pour Q? (l'indice à montre que cette expression se rapporte 
au i-ième sous-système, i.e. aux particules se trouvant à l'état à), 


on obtient 


QY = KT In (4— et 0/8T), (56.5) 
Le potentiel oméga du système de bosons tout entier peut s'écrire 
Q+=Y QT = RAT X In (—e"7 2/4), (56.6) 


où la sommation s'étend à tous les états possibles des bosons, i.e. à tou- 
tes Les valeurs de i. 


{1 convient de noter que pour le calcul de la somme statistique (56.4) on 
a mis en œuvre le principe d'indiscernabilité des particules. En effet, on a admis 
qu'il n'existe qu’un seul état dont l'énergie est n;e;. D'après les idées classiques, 
lorsque les particules sont envisagées comme discernables, ces états peuvent 
être très nombreux. Si le nombre total de particules dans le système (sous- 
système avec le thermostat) est W, on peut par 

N1 
nil(N— ni)! 


moyens choisir nr, des N particules, de façon que les collections de n; particules 
se distinguent l’une de l'autre au moins par le numéro d'une seule particule. 
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On en tire que, dans ce cas, pour le calcul de la somme statistique il faut écrire 


VI C=n,e,+h°n)/(UAT) 
LES —— di i 
Zi 2 RAIN — nil » 


n4 


où on a pris en considération que le potentiel chimique d'un système classique pu” 
et la somme statistique Z; peuvent différer de pu et Z*. Etant donné qu’en utili- 
sant la distribution grand-canonique on suppose que le sous-système envisagé 
peut recevoir un nombre quelconque de particules, N doit être infiniment grand 
et pour calculer Z; il faut passer à la limite pour N — co. Si on tient compte 
que pour N>n; 


M NN). (Nm) | N°7 
mi IN— nil ni! m!? 


il vient 


NE ((-e,+u 1 -e,+u'+8T In Ny/UT 

… BED] (-eç+u'+AT In N)/@T) n; 

Zi > nil e DT (e ë ) e 
nf ñ; 


N étant infiniment grand, la somme écrite ne peut'avoir de sens que si le poten- 
tiel chimique y” est infini lui aussi, de façon que sa somme avec le terme 47 In N 
donne une expression finie. 11 est donc rationnel d’avoir affaire à la quantité 
finie pu qui vaut 


m=p +&TInK\, 
et de lui donner le nom de potentiel chimique du système. Alors, 


1 (-e;+h)/RT)n 
A= DT te" >" 


Le 


Cette expression est le développement en série de Maclaurin de la fonction 
exponentielle, de sorte que 


Zi 
Pour le potentiel oméga du i-ème sous-système on a 
Qi —RTe AMEN (36.7) 
et pour le potentiel oméga du système tout entier 
Q= D'Oje er 3 ot" 
î G 


= et tit H/RT) 


(56.8) 


Les expressions (56.5) et (56.7) sont différentes, mais si le potentiel chimique 
de (56.5) est sensiblement plus petit que £;, de façon que 


 —u> KT, 
l’exposant de l’exponentielle est un grand nombre négatif: 
(u — &)/(KT)<& —1. 
Dans ce cas l’exponentielle elle-même est très petite et on a approximativement 


In (4 et eD/ ET) ous € DD (56.9) 


)æ 
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Ainsi, en vertu du principe d’indiscernabilité, le potentiel oméga d'un gaz de 
bosons se distingue du potentiel oméga des particules classiques; toutefois, pour 
de très petites valeurs (grandes valeurs négatives) du potentiel chimique cette- 
différence devient négligeable. Pour que le potentiel oméga du gaz de bosons 
tout entier coïncide avec celui du cas classique, le potentiel chimique pu doit 
être au moins de quelques 47 plus petit que le niveau inférieur de l'énergie du 
système, puisque ce n’est qu'alors que l'approximation (59.9) peut être vérifiée 
pour tous les états des bosons. 


Lorsqu'on connaît le potentiel oméga on trouve sans peine les 
caractéristiques les plus variées du système. 

Calculons, par exemple, le nombre moyen de bosons à l'état. 
donné. D’après (54.10) et (56.5), on a 


ont ge) 


POS LT 


ou 
! : (56.10) 


e VPN, 
La formule (56.10) déterminant le nombre moyen de bosons à l'état 
d'énergie e, s'appelle distribution de Bose-Einstein. 

Pour l'énergie interne du système de tous les bosons on trouve 
d’après (54.11) et (56.6) 


= ei = 
a 2er = Di er (mi). 
i i 


C'est un résultat naturel si on tient compte que €; est l'énergie des. 
bosons et (n,) leur nombre moyen à l'état i. 

D'une façon analogue on peut calculer les autres grandeurs. 
thermodynamiques caractéristiques du gaz de bosons. Dans de nom- 
breux cas ces grandeurs s'expriment en fonction des moyennes des- 
nombres d'occupation, ce qui détermine précisément le grand intérêt. 
de la distribution de Bose-Einstein. 


$ 57. Photons 


Appliquons maintenant les résultats généraux obtenus au gaz 
de photons, i.e. au rayonnement électromagnétique. 

Le gaz de photons possède une particularité importante qui le 
distingue du gaz de bosons dont la masse au repos est finie. Cette- 
particularité est due au fait que dans un gaz photonique le nombre 
de bosons est illimité. Ainsi, en chauffant les parois d’une enceinte 
(thermostat) on peut faire croître infiniment à l’intérieur de l'en- 
ceinte la densité du rayonnement électromagnétique, i.e. augmenter 
le nombre de photons qu’elle contient. 
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Pour déduire du principe du maximum de l’entropie (cf. $ 53) 
la distribution grand-canonique on a utilisé la condition 


>» NW, ={N), 

ŸN 
où le nombre moyen de particules dans le système (W ) était considéré 
comme donné. Pour les photons cette condition est superflue, leur 
nombre moyen étant déterminé par la température et le volume du 
système. Si on ne l’impose pas (ce dont on peut formellement tenir 
compte en admettant le facteur À; = —u/T nul, i.e. en admettant 
en fait que u — 0), on aboutit à la conclusion que La distribution 
Fe ue est applicable aux photons lorsque le potentiel chimique 
est nul. 

D’après la formule (56.10), le nombre moyen de bosons se trou- 
vant à l'i-ème niveau est égal à 
1 


PR) = — 
(ni) ei BUT), 
‘our les photons, la distribution de Bose-Eïinstein est de la forme 
1 = 
{n:) = REUTERS (57.1) 


Une autre particularité importante du gaz photonique, tout 
comme d’ailleurs d’un gaz parfait de n'importe quels bosons, con- 
siste en ce que, bien que les niveaux d'énergie possibles du système 
soient discrets, dans la plupart des cas présentant de l'intérêt prati- 
que ces niveaux sont si rapprochés qu’on peut les considérer comme 
quasi continus. Examinons cette particularité de plus près. 

Pour calculer le potentiel oméga il faut trouver la somme 


Q* = kT X In (1—e 0/8), 


Si les niveaux d'énergie e; sont disposés si près l’un de l’autre que 
la différence entre les niveaux voisins est inférieure à 4T, la somme 
ci-dessus peut être remplacée approximativement par l'intégrale 
sur l'énergie. En effet, soit de un petit intervalle d'énergie qui 
d'une part est bien inférieur à AT et d'autre part bien supérieur 
à l'intervalle entre les niveaux d'énergie voisins, de sorte que de 
contient de nombreux niveaux d'énergie. Il est commode de procéder 
à la sommation en deux étapes. Divisons toute l'échelle de l'énergie 
en intervalles de dimension de et sommons d’abord les termes se 
rapportant à un intervalle. Puisque dans les limites d'un seul inter- 
valle de les énergies se distinguent l’une de l’autre d’une grandeur 
bien inférieure à AT, tous les termes ont à peu près la même valeur, 
et leur somme est égale à l'un d’entre eux multiplié par le nombre 
de niveaux dans l'intervalle de. 


CE 5] STATISTIQUE DE BOSE-EINSTEIN 171 


Notons g, de le nombre de niveaux dans de qui pour de petits 
intervalles d'énergie est proportionnel à la valeur de l'intervalle. 
où g, est une fonction nommée densité des états et ayant le sens du 
nombre de niveaux par intervalle d'énergie unitaire au voisinage 
de l'énergie de. Par exemple, pour le potentiel oméga la somme 
cherchée est de la forme 


KT In (1—etm-e)/4T) g, de. 


Il reste à réaliser la sommation sur les intervalles de différents; 
on voit sans peine que ceci se ramène à l'intégration. Ainsi, pour 
le potentiel oméga on obtient 


Q+ = AT j In ({—eWm-e/UN) g, de. (57.2) 
0 


On procède à la sommation depuis le niveau d’énergie inférieur nul 
jusqu’au niveau infiniment grand. 
Pour calculer la valeur réelle de l’intégrale (57.2), il faut con- 
naître la densité des états g, de dont nous allons décrire le calcul. 
Presque tous les calculs nécessaires ont été déjà faits dans ce qui 
précède. En effet, entre l'énergie e et l’impulsion du photon p il 
existe la relation 


e — pe, 


de sorte que dans l'intervalle de l’énergie de € à € + de se trouvent 
tous les états dont le module de l'impulsion est supérieur à p — 
— æ/c et inférieur à 


p+dp=++%. 


Autrement dit, à l'intervalle des énergies de appartiennent les 
états qui dans l’espace des impulsions sont représentés par des 
points se trouvant dans la couche sphérique d'épaisseur dp. Le 
volume de cette couche étant égal à dQ — 4np° dp, d’après la 
formule (48.2) le nombre d'états dans cette couche est 


___änp®dp L 

Si on exprime l'impulsion en fonction de l'énergie, on obtient 
Are? d E 

dG = res Vr (57.4) 


où dG est le nombre d'états dans l'intervalle des énergies de. 
Par définition de la densité des états introduite ci-dessus 


dG = g, de, 
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de sorte que (57.4) conduit à l'expression explicite de cette fonction 


4ne? 


ge de= 
En appliquant (57.5) à un gaz de photons, il faut prendre en 
compte qu'il existe deux types d'ondes électromagnétiques et donc. 
de photons, qui se distinguent entre eux par leur polarisation. 
Chaque type vérifie la formule (57.3); donc, si nous nous intéressons 
à tout le gaz photonique et non pas à l’une de ses composantes possé- 
dant une polarisation donnée, il faut multiplier (57.5) par le nombre 
de composantes, i.e. par deux. 
Compte tenu de cette remarque, on obtient pour le potentiel 
oméga du gaz de photons dont le potentiel chimique est nul: 


Q+=9RT [in (1—e-e#n) ER ete 
0 


Qric)} 


Cette expression s'emploie souvent sous la forme où pour variable 
d'intégration est choisie la fréquence w associée à l'énergie par la 
relation € — fo. Dans cette représentation 


Q+ KT | In (4—e-n0/UT) ep do V. (57.6) 
0 


La quantité 
dQ* — 2XTV In (1— e-hu/XT) À 


=] 


do : (57.7) 


a le sens du potentiel oméga de tous les photons dunt la fréquence 
se situe dans l'intervalle dw et c’est pourquoi la fonction 


(23 — 


Se (@) = 2kTV ———— er In (1— e-r/UT) 


peut se nommer densité spectrale du potentiel oméga. 
Pour calculer (57.6) il est commode d'introduire une nouvelle 
variable d'intégration 


z = ko/(AT). 


La formule de Q* devient alors 


+ __ (AT) 
Q* = nh$cs 


y | In (1— e-*) z3 dr. 
0 
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Etant donné que *) 
Üin (1—e"*) r° dr = — 2,15, 
0 


il vient 


Q* = — 2,15 VTs. (57.8) 


Re 
Ainsi. lorsqu'on peut admettre que les niveaux d'énergie sont continus, 
le potentiel oméga du gaz de photons est déterminé par l'expression 
(57.8), ou sous une forme spectrale par l'équation (57.1). 

Considérons maintenant la question de la validité de l’appro- 
ximation de la distribution continue des niveaux d'énergie. Il est 
clair qu'il en est ainsi seulement dans le cas des températures suffi- 
samment élevées, étant donné que le critère principal a été la peti- 
tesse de la distance entre les niveaux par rapport à 4T. La condition 
de la quasi-continuité sera observée si l'énergie AT est supérieure 
à celle de l’état le plus bas, puisque parmi les états du système il 
y en a aussi ceux qui correspondent à la présence au niveau infé- 
rieur d'un, de deux, etc., photons, les autres niveaux restant vides. 
Autrement dit, les intervalles entre les niveaux voisins sont notoire- 
ment plus petits que #w,, où w, est la fréquence minimale des oscil- 
lations possibles dans le système. 

Soit une cavité cubique de côté a — 1 cm. La plus petite fré- 
quence sera déterminée par la condition que la longueur d’onde 
qui lui correspond est égale à a. Bien que, en toute rigueur, une 
cavité métallique rende possible des oscillations telles que seule- 
ment une moitié de leur longueur d’onde se range sur la longueur de 
l'enceinte, de façon que pour la fréquence minimale l’approxima- 
tion du remplacement des ondes stationnaires par des ondes progres- 
sives d'après la règle exposée au $ 46 est assez mauvaise, mais 
puisque nous nous intéressons à l'observation de la condition 


Ros KÀT (57.9) 
avec une grande réserve, la différence d'ordre deux dans le facteur 


n’a aucune importance. Ainsi, dans notre exemple, la longueur 
d'onde maximale est de l'ordre de a — 1 cm et donc la fréquence 


= co œ oc 
F —h 
\ In (4—07x) r? dr = — [ > = az? dz = 
ù 0 &=1 
œ oo co 
1 = 1 Éd 
=—Ÿ FH jewa=-2Y m2 5 215 
k=1 0 k=1 


(cf. [12)). 
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minimale est 
vo = clÀ = c/a, 


ie. vo © 3-10 Hz. Les intervalles entre les niveaux d'énergie 
sont plus petits que 2nhiv, — 2:10-# J, et la condition (57.9) est 
déjà observée avec les températures de l'ordre de 10 K, lorsque 
AT — 1,38.10-°? J. Si la cavité est refroidie jusqu à une température 
de l’ordre de 0,1 K, le passage de la formule (56.6) qui tient compte 
de la structure discrète des niveaux, à la formule (57.2), où les 
niveaux sont supposés continus, est illégitime. 


$ 58. Lois du rayonnement thermique 


La connaissance du potentiel oméga permet de calculer de nom- 
breuses caractéristiques importantes du gaz de photons en équilibre, 
i.e. du rayonnement thermique d'équilibre. L'une des caractéristi- 
ques les plus intéressantes est l'énergie interne U. En utilisant la 
formule (54.11) et en l’appliquant à (57.7), compte tenu que u = 0, 
on trouve pour l'énergie interne des photons dont la fréquence se 
trouve dans l'intervalle do: 


9 8nw° do |. 1 à 
dU=dot— Tr (9) Ven ho. (58.1) 


L'expression (58.1) peut être interprétéc de la façon suivante. 
Le premier facteur est le nombre d’états par intervalle de fréquence 
dw. Le deuxième facteur détermine le nombre moyen de photons 
dans l'état de fréquence w, de sorte que son produit par le premier 
facteur donne le nombre moyen de photons contenus dans l'inter- 
valle de fréquence de w à w + do 


8nw? do V 


Le dernier facteur est l'énergie d'un photon; il s'ensuit que la 
multiplication de (58.2) par fw conduit à l'expression de l'énergie 
moyenne du gaz de photons dans l'intervalle de fréquence considéré. 

Si dans une cavité qui renferme un rayonnement thermique 
on pratique un petit orifice qui ne perturbe pratiquement pas l’état 
d'équilibre du gaz de photons, cet orifice laisse échapper le rayon- 
nement. La puissance de celui-ci dans l'intervalle de fréquence 
dw — 1 rapportée à l'unité de surface porte le nom de densité spec- 
trale de la radiance énergétique (nous la nommerons pour abréger 
émissivité en la notant r,,). Cette grandeur se calcule sans peine en 
appliquant les résultats du $ 21. En effet, pour la densité du flux 
des particules on y a obtenu l’expression (21.11) 


ji = nwvn/4. 
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Si par dj on entend la densité du flux des photons dont la fréquence 

est comprise dans l'intervalle dw, leur concentration n (w) do. 
comme il s'ensuit de la formule (58.2), vaut 

dd 810° do Sant 

n () D Ann PPT V7 LI LUTTE (58.3) 

Puisque la vitesse de tous les photons est la même et égale à c, il 

vient 
. __ 81° do 1 c r 
dj = Er ge 4 (58.1} 


Chaque photon porte avec lui l'énergie wo; donc, (58.4) permet 
d'obtenir l'expression suivante de l'émissivité qui, par définition. 


se rapporte à l'intervalle unitaire de fréquence do: 


fo do 


To dO = À Em TOC TE 


(58.5) 
Si l'orifice envisagé est frappé de l'extérieur par un rayonnement, 
celui-ci passe totalement à l'intérieur de la cavité sans subir la 
réflexion. Lorsque la cavité est 
assez grande, on peut négliger 
aussi le rayonnement sortant de 
la cavité et produit par la réfle- 
xion sur les parois intérieures. 
Une telle cavité à orifice cons- 
titue ce qu'on appelle un corps 
noir, i.e. un corps qui absorbe 
complètement tout le rayonne- 
ment incident. Par conséquent, 
la formule (58.5) détermine l’émis- ‘ 
sivité d’un corps noir. Elle porte Fig. 9.1 
le nom de formule de Planck. 
La figure 9.1 représente les courbes de variation de la fonction de 
Planck en fonction de la fréquence pour quelques températures. 
Aux basses fréquences, lorsque fw/kT < 1, l'exponentielle du 
dénominateur de (58.5) peut être développée en série où on ne retient 
que les deux premiers termes: 


Dimax w 


erw'RT) A 2e CT : 
En portant ce développement dans (58.5), on obtient 


lo 0 E ———— Gr En KT do. (58.6) 


La formule approchée (58.6) s'appelle formule de Rayleigh-J'eans: 
elle montre que dans le domaine des basses fréquences l'émissivité 
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du corps noir est proportionnelle au carré de la fréquence. Cette 
relation a été obtenue avant la formule de Planck à partir des considé- 
rations purement classiques et d’après la théorie classique elle 
devait être vérifiée pour toutes les fréquences. D'après cette formule, 
l'énergie totale du rayonnement est égale à l'infini: 


Î re do — mn Î &? do, 
() [) 


du fait que la dernière intégrale est divergente. De cette façon, 
la théorie classique, en aboutissant à un résultat absurde, n’a pu 
expliquer l’émission des rayons. La relation (58.6) est visualisée 
sur la figure 9.1 par le pointillé dans le domaine des basses fréquen- 
<es. 

Aux hautes fréquences, lorsque äw/kT © 1, l'exponentielle du 
dénominateur de (58.5) est bien plus grande que l'unité. Si on négli- 
ge cette dernière, on obtient ce qu'on appelle la formule de Wien 

hi = 
ef e-hw/T) do, (58.7) 
qui montre qu'aux hautes fréquences l’émissivité tend rapidement 
{exponentiellement) vers zéro. La loi de Wien est visualisée sur 
le graphique par le pointillé dans le domaine des hautes fréquences. 

La position du maximum sur la courbe de l’émissivité peut se 
calculer en dérivant r, par rapport à wo et en égalant la dérivée 
à zéro. On a 


dr 4 (es 1 1= 
1 


To A0 


do Cnc)t eno/ŒT) 
ne 
Gao L'eRD1 (re/ED 4 ] ne 


Cette équation se ramène à la forme 
ño 
LO/(RT) — 4) — 0 qrw/(RD) — 
3 (e 1) PL 0 


LL =Ro/UT) , 
TT 3—3e- 
La dernière relation permet aisément d'obtenir par approximations 


successives : 
ño 
( kT À EL. 


ss 
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Ainsi, l’émissivité est maximale à à fréquence 
Omax — 2,82 Fa 7, 


qui£est directement proportionnelle à la température absolue. Cette 
relation porte le nom de loi de déplacement de Wien et montre qu'aux 
températures plus élevées le maximum se déplace dans le sens des 
longueurs d'onde plus courtes (des fréquences plus élevées). 

La puissance totale émise par unité de surface du corps noir 
s'appelle radiance énergétique. On peut la déterminer en calculant 
l'intégrale 

œ 


n fu d 


Si on introduit une nouvelle variable d'intégration x — kw/(4T), 
il vient *) 


kT)* md 
a 
où 
o—6 49 pr = 5,67-10"0 W m3.K-i, 


Laïrelation (58.8) est la Loi de Stefan-Boltzmann qui montre que La 
radiance énergétique est proportionnelle à la puissance quatre de la 
température absolue. La constante © s'appelle constante de Stefan- 
Boltzmann. 

Montrons à titre de conclusion comment l'application du for- 
malisme général permet de calculer la pression exercée par le rayon- 
nement thermique sur les parois de la cavité. Compte tenu de (57.8) 
la formule (54.13) conduit à 


7 (-— —2,15 Vr)=<527Ts. 


FE 3 


Ainsi, lefrayonnement thermique exerce sur les parois de la cavité 
qui le contient une pression proportionnelle à la puissance quatre 


«Cf. (12). 
12—01488 
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de la température. Il est curieux de noter que la pression ne dépend 
pas du volume. Ceci traduit le fait que le nombre de photons dans 
la cavité n’est pas fixé. L'augmentation du volume s'accompagne 
d'une apparition de nouveaux photons, de sorte que leur concentra- 
tion qui ne dépend que de la température se conserve. 


$ 59. Phonons 


La statistique des bosons peut être également utilisée pour 
décrire les phénomènes relatifs à un domaine tout à fait différent. 

Aux basses températures, lorsque l'intervention des effets quan- 
tiques devient particulièrement importante, la plupart des matières 
se trouvent à l’état solide et leurs atomes forment des réseaux cristal- 
lins. Le déplacement de l’atome dans le réseau provoque le déplace- 
ment des atomes voisins et produit ainsi une onde se propageant 
dans le cristal. La nature ondulatoire du mouvement des atomes dans 
un réseau cristallin permet d’édifier une théorie statistique des cristaux 
par analogie avec la théorie du rayonnement thermique dans la cavité. 
La théorie complète est bien plus compliquée que dans le cas des 
ondes électromagnétiques, du fait que le réseau est discret et peut 
être le siège de vibrations de types différents (dans les cas les plus 
simples elles se divisent en vibrations transversales et longitudina- 
les) ; enfin, les propriétés du cristal et, par suite, des ondes peuvent 
différer suivant les directions (anisotropie). Pour simplifier l'exposé, 
on peut, comme on le fait souvent, procéder par approximation en 
remplaçant le réseau réel par un milieu isotrope continu aux mêmes 
paramètres élastiques que ceux du réseau. Ceci se ramène en fait 
à dire que le réseau cristallin peut être remplacé par un milieu 
élastique, où la vitesse de propagation des ondes sonores (ondes de 
compression, de traction et de déplacement) est la même que dans 
le réseau et reste la même dans toutes les directions. On considère 
seulement trois types possibles de vibrations, dont deux correspon- 
dent aux ondes transversales à deux directions de polarisation 
réciproquement perpendiculaires, et un, à l'onde longitudinale. 
La théorie de chaque type de vibrations donne le même résultat, 
et la différence consiste en ce que la vitesse du son est différente pour 
les ondes longitudinales et transversales. En retenant ce fait, bor- 
nons-nous seulement à l'onde longitudinale, dont la vitesse de 
propagation est notée c,. 

Si les dimensions du cristal sont limitées, par exemple, s’il 
a la forme d’un parallélépipède de côtés a, b, c, on peut y observer les 
vibrations de fréquences bien déterminées. Les fréquences des vibra- 
tions dépendent des dimensions du cristal et des conditions de 
réflexion sur ses frontières libres. Bien que, en toute rigueur, l’en- 
semble des fréquences possibles soit discret, presque dans tous les 
cas présentant un intérêt pratique on peut le considérer comme conti- 
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nu. Dans cette approximation il n'importe pas tant de connaître 
la valeur exacte de chaque fréquence; il importe beaucoup plus de 
déterminer la densité de distribution de ces fréquences, i.e. le nombre 
dG des différentes ondes dont les fréquences sont comprises dans 
l'intervalle dw. Autrement dit, il faut trouver la densité des états 
Ewr Où 

dG = g,dw. 


D'une façon parfaitement analogue au cas des ondes électro- 
magnétiques, il est commode d'admettre que seules les fréquences 
possibles sont telles que les composantes du vecteur d'onde k, où 


Ik| = 4 = 2x/à = wc 
(c, est la vitesse du son qui remplace la vitesse de propagation des 


ondes électromagnétiques c), soient déterminées par les relations 
de la forme (46.4) 


27 . 2a 
Rte. RE Mes ET anne 
27 
k, AE m; (59.1) ST TS 
(m;, m,etm, sont des nombres entiers). x Ë 
Il existe toutefois une distinc- Fig. 9.2 


tion importante par rapport aux ondes 

lumineuses, qui est liée à la nature discrète du réseau cristal- 
lin. Le spectre des fréquences des ondes électromagnétiques n’est 
pas limité supérieurement, de sorte qu’on peut avoir les fréquences 
aussi grandes que l'on veut ou les longueurs d'onde aussi petites 
que l’on veut. Dans les cristaux l'existence des ondes de longueur 
d'onde inférieure à une certaine valeur Ain est impossible. Cette 
propriété résulte de la nature discrète du réseau et son explication 
la plus suggestive est donnée par la figure 9.2 qui représente les 
ondes transversales à longueur d'onde décroissante pour une chaîne 
unidimensionnelle des atomes (désignés par des points). La dernière 
d’entre elles correspond à la valeur minimale possible de la longueur 
d'onde égale à la double constante du réseau, lorsque les atomes 
voisins vibrent en opposition de phase. 

Ainsi, la théorie des vibrations thermiques du réseau peut être 
réduite à la théorie des ondes sonores en équilibre, analogue à la 
théorie du rayonnement électromagnétique d'équilibre et en diffé- 
rant par ce que les types d'ondes possibles sont limités par la plus 


petite longueur d'onde Ain ou par la fréquence maximale corres- 
pondante 


Oinax = 2Cy/À min (59.2) 


Pour l’accord interne de la théorie, la valeur de om, doit être 
choisie à partir de la condition que le nombre total des différentes 
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ondes dans le cristal soit égal au nombre de degrés de liberté des 
atomes qui le composent. Si le nombre d'atomes est V, étant donné 
que chaque atome possède trois degrés de liberté, le nombre total 
de degrés de liberté est 3N. Cela signifie que dans un réseau simple 
il y a N longueurs d'onde différentes pour chaque type des vibrations 
(une longitudinale et deux transversales). Ainsi, la condition déter- 
minant @ma, Peut s’écrire 


L°) 


Ur Aro? do 
d Erc) Fe 


4x  Oinax ne …. ; == (N:13 
a nc) V=N ou Omax = 67 (+) WE 
Puisque dans un simple cristal cubique le volume d’un seul atome 
est égal à d, où d est la constante du réseau cubique, la dernière 
formule peut se mettre sous la forme 


3 
Omax = V 67 cy/d = 2ncy/ (1,614), (59.3) 


qui montre, en particulier, que Ain — 1,614. 

En utilisant la condition de limitation des fréquences des ondes 
sonores, nous pouvons, par analogie avec (57.6), écrire pour le 
potentiel oméga 


"ie Anw? d 
Q* = \ KT In (1—e- 0/0) EE (59.4) 


La formule (59.4) se rapporte aux ondes du même type, par exemple 
aux ondes longitudinales, et de ce fait dans cette formule est omis 
le facteur 2 présent dans (57.6) et qui tient compte de deux polari- 
sations possibles des ondes électromagnétiques. 

T1 convient de distinguer deux cas. 

Si la limite d'intégration supérieure est sensiblement plus grande 
que XT/R, en intégrant on aura affaire encore aux fréquences w, 
telles que w > kT/R, i.e. 


e—hw/(RT) & 4. 


Etant donné que pour ces fréquences 
In (1—e-70/47) & e-h0/&T) 


est une quantité très petite, la limite d'intégration supérieure peut 
être étendue, sans commettre une erreur notable, jusqu’à l'infini; 
il s'avère, alors, que la théorie se confond complètement avec la 
théorie du rayonnement électromagnétique. Au lieu de photons on 
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parle de phonons (quanta du son), le rôle de la célérité est assumé 
par la vitesse du son; les phonons vérifient toutes les lois relatives 
au rayonnement thermique. 

En particulier, par analogue avec (57.8), on a pour chaque type 
d'ondes (une longitudinale et deux transversales) : 

_ ks = 
k— — CRE et 4 
Q*— — 1,07 EUIEN VT1, (59.5) 

où cn est la vitesse de l'onde correspondante. Ensuite, le mode 
usuel permet d'obtenir les différentes caractéristiques thermo- 
dynamiques du réseau cristallin. Ainsi, en utilisant l'équation de 
Gibbs-Helmholtz on obtient l’expression de l'énergie interne associée 
à chaque branche 
vu=o-7r2 


* kt 
= — 30% — 3,21 nn VT. 


CPE 
The h 


On tient compte ici que pour les phonons u = 0. 

La capacité calorifique du cristal à volume constant est la somme 
de trois termes analogues, dont chacun est conditionné par un type 
de vibrations et vaut 

ou ka 
GRR 1284 mes PT. 
Avec la baisse de la température, la capacité calorifique tend rapide- 
ment (comme T*) vers zéro. 

Dans un autre cas limite, w,,, est sensiblement inférieur à 
kT/R. Toutes les fréquences qui sont prises en compte dans l'intégrale 
sont dans ce cas telles que 


ho/(KT) € 1. 


Alors, par exemple, pour l'énergie interne des phonons des vibrations 
longitudinales dont les fréquences se trouvent dans l'intervalle do, 
on peut, en vertu de (58.1), développer l'exponentielle en série et 
se borner aux deux premiers termes pour obtenir 

410? do ho 470? do : 

La dernière égalité correspond au théorème d'équipartition de 
l'énergie suivant les degrés de liberté, qui est vrai dans le cas classique. 
Le premier facteur détermine le nombre d'états dans l'intervalle de 
fréquence dw, et le deuxième montre qu'à chaque état correspond 
une énergie moyenne kT (kT/2 pour l'énergie cinétique et kT/2 pour 
l'énergie potentielle de l'onde). Si pour les oscillations électro- 
magnétiques la formule correspondant à l’approximation classique 
conduisait à un résultat absurde (énergie interne infinie), il n’en 
est pas ainsi pour les ondes sonores, puisqu'elles possèdent une 
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limite supérieure des fréquences possibles. Dans ce cas limite l'énergie 
interne est décrite par l'expression 
©). 


max 
4n@® d@ :,;,m _ 4 Ps e 
U = | Gras VRT = one gs AT. (59.7) 

Si on tient compte de la valeur de w,,, d’après la formule (59.3), 
la formule de l’énergie interne des ondes longitudinales s'écrit 


U = NT. (59.8) 


Si en plus des vibrations longitudinales un cristal peut être encore 
le siège de deux types d'ondes transversales, dans le cas limite envi- 
sagé l'énergie interne totale est 


U = 3NRT. (59.9) 


Ceci est pleinement conforme au principe de Boltzmann. En effet, 
un atome du réseau possède trois degrés de liberté (déplacement 
suivant les axes des zx, y, 2), l’énergie qui revient à chaque degré 
de liberté étant AT (4T/2 pour l'énergie cinétique et XT/2 pour 
l'énergie potentielle). L'énergie moyenne totale d’un atome est égale 
à 3AT et donc l'énergie interne du réseau est donné par (59.9). 

Pour la capacité calorifique on obtient dans ce cas la valeur cons- 
tante 


Ce _. = 3Nk. 


Les deux cas limites examinés ci-dessus correspondent aux basses 
et aux hautes températures. Le critère de leur réalisation peut s’écri- 
re: pour 


. :7— Cph 
Ten 2} GniE 26, 


on a les formules quantiques et pour 
mas _ À 5/58 
TDR 2 EN 6m + = 00 


les formules classiques (principe de l’équipartition de l'énergie sui- 
vant les degrés de liberté). Le paramètre 6 qui dépend des constantes 
universelles (k, 4) et des paramètres du réseau d’un cristal concret 
donné (chn, d) a la dimension de la température et porte le nom de 
température de Debye de ce cristal. Ainsi, si la température du cristal 
est sensiblement supérieure à celle de Debye, on peut recourir à la 
statistique classique, et si elle est du même ordre ou plus petite, il 
faut appliquer la statistique quantique. Les formules quantiques 
se simplifient sensiblement et deviennent analogues aux formules 
du rayonnement thermique pour une température bien inférieure à 
celle de Debye. Il convient de retenir que les températures de Debye 
des ondes longitudinales et transversales sont différentes, puisque 
les vitesses de propagation de ces ondes diffèrent elles aussi. 
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Problèmes du chapitre 9 


1. Si la surface de l'antenne d'un radar S = 10 m° et son récepteur enregis- 
tre des signaux dans la bande des fréquences de 1 mHz à la longueur d'onde de 
0,03 m, quelle sera la puissance du bruit, lorsque l’antenne est orientée vers le 
Soleil? La température du Soleil Ts = 6000 K, le carré du rapport du rayon 
solaire au rayon de l'orbite terrestre Ë = 2,17-10-$. 

Solution. Le rayonnement du Soleil correspond au rayonnement 
thermique à la température de 6000 K. Pour une longueur d'onde À = 3 cm, le 
rapport Aw/kTs est égal à 


ho __ 2nhc 

KTs  kTSs 

de sorte que pour calculer l'émissivité on peut utiliser la formule (58.6), où. 
dans notre cas, do = 2x4-10%s-1. A mesure qu'on s'éloigne du Soleil, la densité 


de l'énergie décroît d’une façon inversement proportionnelle au carré de la dis- 
tance, de façon qu’au niveau de la Terre une unité de surface reçoit une puissance 


101€ 1, 


Ee (uw) du =E ns du. 


La puissance totale reçue par l'antenne d’aire S est 
o? 
Se (o) dors kTs do. 
En y portant les valeurs numériques, on trouve la valeur du bruit: 2.40-11 W. 
2. Evaluer la ÉApaclté calorifique molaire du cuivre à la température de 
900 et de —200 °C (la vitesse des ondes longitudinales dans le cuivre est de 
4700 m/s, celle des ondes transversales, de 2260 m/s, la densité du cuivre est de 


8,9 g/cmÿ, la masse atomique est de 64 g/mole ; adopter que la constante du réseau 
est de 0,228 nm). 


Solu tion. Pour les ondes longitudinales la température de Debye 
8n = ? Gnhcpn/(kd) = 618 K, et pour les ondes transversales 0p = 297 K. 
A 900 °C la capacité calorifique peut se calculer d’après la formule (59.9). La 
chaleur molaire vaut donc 25 J/(K-mole). A —200 °C (73 K) on utilise la formule 


k4 
Cuv = 12,84 EDET A VT3, 


qui donne pour les ondes longitudinales 1,16 J/(K -mole) et pour les ondes trans- 
versales 10 J/(K-mole) (le volume V est défini par le rapport de la masse ato- 
mique à la densité). 


CHAPITRE 10 
STATISTIQUE DE FERMI-DIRAC 


$ 60. Fermions 


Les particules qui possèdent un spin demi-entier (en unités de h) 
s'appellent fermions. À la différence des bosons, en plus du principe 
d'indiscernabilité ils obéissent encore au principe de Pauli. Ceci impose 
des contraintes spéciales à la distribution des fermions suivant les 
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états possibles, de sorte que la statistique des fermions ou, autrement 
dit, la statistique de Fermi-Dirac se distingue sensiblement de la 
statistique de Bose-Einstein décrite au chapitre précédent. 

On rapporte aux fermions: 

1) les électrons; 

2) les positons; 

3) les nucléons (protons et neutrons): 

4) certains noyaux et atomes. 

Ce sont les électrons qui présentent un intérêt principal, puisque 
dans les conditions naturelles les positons sont rares (ils annihilent 
rapidement avec les électrons), alors que les masses des nucléons, des 
noyaux et des atomes sont si grandes que dans la plupart des cas 
on peut leur appliquer la statistique classique. 

Comme nous l'avons déjà dit, à des températures très basses, 
lorsque les effets quantiques deviennent particulièrement importants, 
la matière se trouve ordinairement à l’état solide cristallin; il est 
alors commode d'envisager les propriétés statistiques en introduisant 
la notion de phonons (cf. $ 59). Les phonons sont les particules de 
Bose quelles que soient les particules (bosons ou fermions) qui 
constituent le réseau cristallin. 


$ 61. Distribution de Fermi-Dirac 


Considérons un gaz d’électrons parfait, i.e. supposons que l’inter- 
action des électrons peut être négligée. À première vue cette 
hypothèse semble injustifiée, car les électrons possèdent une charge 
et les forces électriques de leur interaction sont très importantes. 
On peut toutefois tenir approximativement compte de l’interaction 
des électrons par la méthode du champ self-consistant (cf. $ 28), 
i.e. admettre qu'ils se trouvent dans un champ électrique externe 
équivalent au champ créé par les électrons eux-mêmes. Dans le cas 
particulier du plasma d’une décharge gazeuse ou des électrons dans 
un corps solide (métaux, semiconducteurs), le champ équivalent est 
souvent nul ou très faible, car la charge négative des électrons est en 
moyenne compensée par la charge égale des ions positifs. 

Le système d'électrons qui n’interagissent pas entre eux peut être 
défini en indiquant la collection des états possibles des électrons 
isolés et leur distribution suivant ces états. D’une façon analogue 
au gaz de bosons parfait, choisissons comme sous-système un seul 
état affecté de l'indice i. Si l'énergie de cet état est €;, conformément 
à la distribution grand-canonique (le sous-système échange en per- 
manence des électrons avec le système restant envisagé comme ther- 
mostat), on obtient pour le potentiel oméga de sous-système 


Qt — KT In Zt= — KT D el rMEN, (61.4) 
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Formellement, la somme statistique figurant dans (61.1) est similaire 
à la somme (56.4) écrite pour le gaz de bosons. Une différence impor- 
tante apparaît toutefois lorsqu'on fait intervenir le principe de Pauli. 
Si pour les bosons la sommation sur le nombre de particules à l’état 
donné s'étendait de n — O à n — oc, pour les fermions n peut prendre, 
d’après le principe de Pauli, seulement deux valeurs: r — Oetn = 1. 
Ainsi, 


Z?= > etrH-ne)/(RT) =1+ ete /UT) 
ñn 


et 
QŸ= — KT 1n (1 etu-e)/UT)), (61.2) 


La formule (61.2) se distingue de la formule correspondante (56.5): 
valable pour les bosons par le signe devant l’exponentielle. 

Le potentiel oméga du système tout entier s'obtient par la som- 
mation des potentiels oméga de tous les sous-systèmes, i.e. par la 
sommation sur tous les états possibles : 


Q* = 2 Qt— —RT D In (4+ ei), (61.3) 


Toute la thermodynamique du gaz électronique parfait découle des 
relations (61.2) et (61.3). Cherchons notamment l'expression du 
nombre moyen de particules à l’état i. D’après la règle générale. 
(54.10), on a 


4Q* (h-—e;)/(RT) 
MISES x U=epRD) — (e— En — . (61.4) 
(a 14e" e ! +1 


La formule (61.4) qui donne le nombre moyen de particules à l'état 
d'énergie €; s'appelle distribution de Fermi-Dirac. 

Le potentiel chimique u peut être tiré de la condition que le 
nombre moyen de particules dans le système soit égal à la somme- 
des moyennes aux états isolés: 


1 


La dernière formule est également immédiate d’après (61.3) si on. 
écrit 


n__æ_ à ; 
De a DD 
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D'après A 11) on ie obtenir pour l'énergie interne 
Ü = Q* — T + po — —XT 2 In (1 + eth-en/UT)) ==, 


—T| —k) Dinde on) 


ete / UT) 


3e me EPA, \ 


où on a utilisé la uen (61.5). Après la réduction des termes 
semblables, (61.6) entraîne 


U— CELLES CTI . (61.7) 


La formule importante _… détermine l'énergie interne du gaz de 
fermions parfait et a le sens du produit des énergies des particules 
par leur nombre moyen dans chacun des états possibles, i.e. 


U= Se tni). (61.8) 


=) | +uNW. (61.6) 


$ 62. Gaz électronique dans un puits de potentiel 


Un exemple important pour la pratique est fourni par le gaz 
d'électrons dans un puits de potentiel, car dans une approximation 
déterminée les métaux et les semiconducteurs peuvent être traités 
de cette façon. Comme l’état d’un électron dans un puits de potentiel 
est donné d’après (46.7) par les composantes de son impulsion et la 
relation entre l’énergie et l'impulsion est définie par la formule 


PE(2m0) =e,, (62.1) 


on peut appliquer en principe les relations obtenues au paragraphe 
précédent. Toutefois il est commode de passer de la sommation sur 
les états discrets à l’intégration, car bien que les états soient discrets, 
ils se trouvent si près les uns des autres que du point de vue pratique 
on peut admettre dans de nombreux cas que leur distribution est 
continue. Le passage est réalisé absolument de la même façon que 
dans le cas du gaz de bosons. Dans l’espace des impulsions à un état 
correspond le volume 


AQ = Ap,4p,Ap,= 22 2tk Jet GEL (62.2) 


où V — abc est le volume dans l’espace ordinaire. Le nombre d'états 
dont l'énergie est comprise dans l'intervalle de € à e + de se calcule 
en divisant le volume d@ correspondant à de par AQ. Plus exacte- 
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ment, le nombre d'états dG est égal à 


dQ 
dG=-2-., (62.3) 
car chaque état à impulsion donnée peut être occupé par deux élec- 
trons qui se distinguent l’un de l’autre par la direction de leur spin. 

La quantité dQ est le volume de l’espace des impulsions compris 
entre p et p + dp, de sorte que 


dQ — 4np° dp. 


Si on prend en considération (62.1), il vient 


dQ — 4x (2m)? + et” de. (62.4) 


En portant (62.2) et (62.4) dans (62.3), on trouve 


4n (2m,)°/2 e1/2 de 
dG = — RD Y, 


(62.5) 


ou 
dG = g, de, 


où la densité des états g. déterminant le nombre d'états par inter- 
valle unitaire d'énergie est égale d’après (62.5) à 


47 (2m0)/? e1/2 
ge = CEE (62.6) 

En connaissant la densité des états il est facile de passer des 
sommes aux intégrales. Soit f (e) la fonction d'énergie qui ne varie 
pratiquement pas dans les intervalles de de l’ordre de ÀT. La som- 
mation sur tous les états peut alors se faire en deux étapes. A cet 
effet divisons toutes les valeurs possibles de l'énergie en intervalles 
de et sommons d’abord sur les états à l’intérieur de chaque intervalle 
de, puis, additionnons les résultats obtenus. Par hypothèse, à 
l'intérieur d’un seul intervalle f (£) est pratiquement constante; 
le résultat de la première sommation est donc simplement la valeur 
de f(£) dans cet intervalle multipliée par le nombre d'états dG 
relatifs à cet intervalle. De la sorte, la sommation sur l'intervalle 
de donne 


f(e) dG = j (e) & de. 


Maintenant il est clair que la sommation sur les différents intervalles 
se ramène au calcul de l'intégrale 


f f (e) ge de. 
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Finalement, la règle de passage de la somme à l’intégrale peut s'écrire 


2 fn [rt ge. 


Ainsi, pour le potentiel oméga d'un gaz d'électrons parfait d'énergie 
comprise dans l'intervalle de & à e + de on obtient 


dQ* = — KT In (1—etu-e/UN) g, de — 
= —kT In ({+etu-e/UT) Lorer Vde, (62.7) 


et pour le potentiel oméga total de tous les électrons 
Q* = Î dQ* = — | RT 1n (4 etu-8/UN) g, de. 
0 


Introduisons une nouvelle variable d'intégration E — e/(XT); 
on a alors 


… (kT)S/2 4n (2m9)°/? 
D — ns — PO (Go), Se 


où Eo — /(4XT), et la fonction ® (E,) est égale à 
D (E) = f In (4 e(Go=t)) E1/2 dE. (62.9) 
0 


Cette fonction ne peut pas être réduite aux fonctions élémentaires 
pour toutes les valeurs de l'argument, mais on peut obtenir des 
formules simples valables pour de petites et de grandes valeurs de la 
variable E,. 

Si &, est une petite quantité (£, € —1), l'exponentielle est petite 
elle aussi, et on a 


In (+ eGo=b)) & eGe-i), 
Pour © (£,) on obtient 


® (Es) = ete f e—$E1/2 dE — eëe ee , (62.10) 
ù 
du fait que 


Ï e-ÿE1/2 dE — Î e-*zd (x?) = ] e-* dr =V /2. 


Dans le cas limite opposé, lorsque Ë, est une quantité importante 
(£ > 1), la contribution principale dans l’intégrale est due aux 
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valeurs de la fonction intégrée avec E << £,, car pour E > E, 
In ({+te-G-b)) & e-G-$50) & 1. 
Ceci nous autorise à arrêter l'intégration avec £ = E, et à négliger 


l'unité devant l’exponentielle sous le signe du logarithme. On 
obtient alors 


ë 
D (E) & | In (e@e-b) EV? dE — 2. (62.11) 
0 


$ 63. Gaz électronique non dégénéré 


Il est commode de poursuivre l'étude des propriétés du gaz élec- 
tronique parfait séparément pour les deux cas limites mentionnés 
dans ce qui précède. Le gaz de fermions parfait pour lequel E, < —1, 
i.e. le potentiel chimique u est bien plus petit que —kXT, est dit 
non dégénéré. Considérons-le de plus près. 

On établit sans peine que Le gaz non dégénéré est un gaz qui obéit 
à La statistique classique. Pour s’en rendre compte le plus facile est 
d'analyser sa fonction de distribution. Cherchons à cet effet le 
nombre moyen d'électrons dont l'énergie est comprise dans l’inter- 
valle de. D’après la règle générale, on tire de (62.7) 


dn = 21429) 1 La Cm ie dev. 


ou et-M/AD +4 (2nx) 


Si E, EE, on a u € e et donc avec une bonne approximation 


1 


A CET) — eu/ETIg EE) 
HD EI © # L'HsÉns ' 


i.e. la distribution de Fermi-Dirac se transforme en distribution de 
Maxwell-Boltzmann qui se distingue par sa dépendance exponentielle 
caractéristique avec l'énergie de l’état. Ainsi, 


dn = enttTe=e/rtn AT (mo ie jey. (63.1) 
(27h) 


La formule (63.1) peut être également appliquée à une petite 
partie dV du volume V tout entier; alors, pour le nombre moyen de 
particules comprises dans l'intervalle de et dans le volume dV on 
obtient 


dn = eMTIe-E/ET) Cm e1/2 de dY. (63.2) 


En comparant cette expression avec la fonction de distribution 
de Maxwell en énergies, et en multipliant à cet effet la formule 
(19.4) par la concentration des électrons », on obtient la relation 
æntre le potentiel chimique y et la concentration des électrons dans 
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le cas d’un gaz non dégénéré: 


an (2m0)/2 27 
eu/(T) ans = PAG À (63.3) 


ou 


x Qi) 5 x _\3/2 
p=Tin nes = ATin[V2nts (5) ]. (63.4) 
Certes, ce résultat pouvait s’obtenir sans recourir à (19.4), en écrivant 
simplement que le nombre total moyen de particules dans dV égal 
à n dV est déterminé par l'intégrale suivante: 


n dV -= dV | eMlETIe -e/R1) <Cre et: de. 
où 


Le calcul de cette dernière nous amenerait encore à l'égalité équiva- 
lente à (63.3) ou (63.4). 

De cette façon, le gaz non dégénéré obéit en effet à la statistique 
classique. 

Quand donc on peut admettre que le gaz électronique est non 
dégénéré? La condition u < —kT, compte tenu de (63.4), entraîne 


in [V3 (E)]<—1, 


i.e. 
_ F4 3/2 
V2 kn (Fr) & 1, 


ou sous une autre forme 


kT \3/2 1 = 
n«(-) 73° (63.5) 


La relation (63.5) est le critère d'un gaz électronique non dégénéré. 
Elle montre que la statistique classique est applicable lorsque la con- 
centration des particules est faible et leur température suffisamment 
élevée. Plus la masse de la particule est grande, plus l'application de 
la distribution de Maxwell-Boltzmann est justifiée. Les exemples 
de l’utilisation du critère (63.5) sont donnés par les problèmes à la 
fin du présent chapitre. 

Etant donné qu'en l’absence de dégénérescence le gaz électronique: 
obéit à la statistique classique, il est clair que ses propriétés 
ne se distinguent pas de celles d’un gaz monoatomique parfait. 
En particulier, son énergie interne et son équation d'état sont définies. 
respectivement par les formules (38.3) et (36.2). 
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$ 64. Gaz électronique dégénéré 


Considérons maintenant le cas limite opposé, lorsque E, > 1, 
autrement dit, lorsque le potentiel chimique est sensiblement supé- 
rieur à AT. Le gaz électronique qui satisfait à la condition p © ÀT est 
dit dégénéré. 

Conformément aux formules (62.8) et (62.11), le potentiel oméga 
d'un gaz dégénéré est de la forme 


Q+ = — ET (mo) Vu. (64.1) 

D'après la règle générale (54.13) on obtient pour l'équation d'état 
2 (2m)? 

pee Croe uv, (64.2) 


En appliquant (54.11) et en tenant compte que la température ne 
figure pas dans (64.1), on trouve pour l'énergie interne 


U=Q*-u a = — 5 or = En pus, (64.3) 
Pour obtenir la dépendance manifeste de la pression et de l'énergie 
interne avec la température, il faut substituer dans (64.2) et (64.3) 
le potentiel chimique exprimé en fonction du nombre moyen de 
particules, la température et le volume. Si (W ) est le nombre moyen 
d'électrons du système, on a d’après (54.10) 


- _ #* _ Em”? 2 
= — = Guns VUS, 
de la sorte 
N 2m0)9/? 
== pr 
et, donc, 
IR (GRR Re $ 
En portant (64.4) dans (64.2) et (64.3), on peut trouver 
(Ga?) 72 (N)\ 5/3 (San? , 
Pom () ae D (64.5) 
et 
_ Gars [(N)\5/3 Gn2)5 n° 
De 10720 (+ FF 1012m6 PA: (63.6) 


Ainsi, dans le cas d’un gaz dégénéré la pression et le volume ne dé- 
pendent pas de la température et la pression est inversement pro- 
portionnelle au volume à la puissance 5/3. 
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D'après (43.2) la capacité calorifique à volume constant est égale à 


au 
Cy = T° 
Si on applique cette formule au gaz dégénéré, l'indépendance de son 
énergie interne par rapport à la température fait que sa capacité 
calorifique est nulle. Par contre, pour un gaz d'électrons non dégénéré 
la capacité calorifique est la même que pour un gaz monoatomique 
parfait, i.e. conformément à (43.6) 


Co k-E RE. 


Les métaux possèdent un grand nombre d'électrons libres et c'était 
un mystère pour la théorie classique pourquoi la capacité calorifique 
établie expérimentalement n'est déterminée que par les ions du réseau. 
L’explication que donne à ce phénomène la statistique quantique 
est bien simple: dans les métaux le gaz électronique est fortement 
dégénéré (cf. le problème en fin de ce chapitre), ce qui fait que sa 
capacité calorifique est presque nulle. 

Considérons maintenant le critère de dégénérescence du gaz élec- 
tronique. À partir de la condition 


u > XT 


et compte tenu de l'expression du potentiel chimique (64.4) on ob- 
tient en posant (NW }/V = n, où nr est la concentration, que 


n213 GER S KT. 


En élevant les deux membres de l'égalité à la puissance 3/2 et en 
la résolvant par rapport à la concentration, on obtient 


 mokT \ 2 2 
n> (Te) 5Vr° 


La condition (64.7) est Le critère de dégénérescence du gaz électronique. 
La comparaison avec la relation (63.5) montre qu'au facteur négli- 
geable proche de deux près, ces inégalités sont opposées l’une par 
rapport à l’autre. 

A titre de conclusion considérons la forme de la fonction de 
distribution de Fermi-Dirac pour le cas d’une forte dégénérescence. 
Lorsque u > XT, il est raisonnable de diviser tous les états possibles 
des électrons en deux groupes. Pour certains états pour lesquels 
l'énergie est sensiblement inférieure à , le nombre moyen de particu- 
les (73) à l’état donné est pratiquement égal à l’unité. En effet, si 
l'énergie de l'état e; est inférieure à pu au moins de 2 à 34T, dans 
la formule de Fermi (61.4) la valeur de l’exponentielle est très petite 
et, donc, (r3) = 1. Au contraire, si l'état appartient à l’autre groupe 


(64.7) 


CH. 10] STATISTIQUE DE FERMI-DIRAC 193 


de façon que l'énergie &; est plus grande que u au moins de quelques 
XT, l’exponentielle est très grande et donc (n#;) est voisin de zéro. 
Ainsi la fonction de distribution de Fermi est dans ce cas de la 
forme représentée sur la figure 10.1. Elle vaut pratiquement l'unité 
pour toutes les énergies inférieures à pu et est nulle pour toutes les 
énergies supérieures à u. Il existe un domaine relativement étroit 
d'une largeur de l'ordre de 2AT, où les variations s’échelonnent des 
valeurs proches de l’unité aux valeurs voisines de zéro. Pour l’état 
d'énergie e; égale au potentiel chimique u, le nombre moyen de parti- 
cules (n;) est égal à !/,. On en tire que le potentiel chimique est l'énergie 
d'un état dont la probabilité 
d'occupation est égale à 1/.. 

Considérons comment change 
la formule de Richardson (21.15) 
pour le courant d’une émission 
thermoélectronique lorsqu'elle 
est appliquée au gaz électronique 
dégénéré (émission à partir des 
métaux). 

La figure 10.2 représente le 
diagramme énergétique des élec- 
trons dans le métal. L'origine de 
lecture de l’énergie coïncide avec 
le fonds du puits de potentiel, u désigne le niveau du potentiel 
chimique (niveau de Fermi), par À est noté le travail d’extrac- 
tion appelé autrement affinité électronique et par 

Ai = À — 4, (64.8) 
ce qu’on appelle le travail d'extraction thermodynamique. 

Pour les électrons qui peuvent s'échapper du métal, la distribu- 
tion de Fermi coïncide avec la distribution de Maxwell-Boltzmann. 
En effet, on a pour eux € > À, i.e. e — pu > A, > ÀT et donc 


1 1 
ete-H/RT) 14 7 ete-H)/UT) * 


Fig. 10.1 


Ceci signifie que la formule (21.15) peut être utilisée également pour 
le gaz électronique dégénéré, à condition d'entendre par x une quan- 
tité définie par la formule (63.3). En effet, pour le gaz électronique 
dégénéré la relation entre u et la concentration est donnée par la 
formule (64.4), de façon que dans le cas envisagé nr n’a pas le sens de 
concentration et il vaut mieux éliminer cette quantité. En portant nr 
de (63.3) dans la formule (21.15) on trouve 


Lt 7 47 (mo)? (KT) nn 
& Am (2n%)° 2n 
A 
CUT mo Te" RT Kmo_ pa D 
= e e = Sas + F (64.9) 
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où dans le résultat définitif figure le travail d'extraction thermo- 
dynamique À,. Dans les métaux où le gaz électronique est dégénéré, 
l'énergie du niveau de Fermi ne dépend pas de la température (cf. 
(64.4)); donc, À, peut être considéré comme une constante détermi- 
nant les propriétés du matériau donné. La relation (64.9) s'appelle 
formule de Dushman; elle définit la densité du courant de l'émission 
thermoélectronique des métaux. Le facteur qui figure devant l’expo- 
nentielle est proportionnel à T°. Cette formule est vérifiée égale- 
ment pour un gaz électronique non dégénéré, mais dans ce cas le 


Fig. 10.2 


travail d'extraction thermodynamique À, est fonction de la tem- 
pérature, puisque le potentiel chimique en dépend lui aussi. En 
portant l'expression du potentiel chimique (63.4) dans la formule de 
Dushman on obtient la formule de Richardson (21.15), où le facteur 
qui figure devant l’exponentielle est proportionnel à VT, et au lieu 
du travail d'extraction thermodynamique À, l'exposant de l’expo- 
nentielle comporte l’affinité électronique À qui dans le modèle du 
puits de potentiel ne dépend pas de la température. 


$ 65. Capacité calorifique des gaz 
à la lumière des effets quantiques 


L'exemple du gaz électronique montre que les effets quantiques 
peuvent influencer sensiblement la capacité calorifique. Ainsi, dans 
le cas d’une forte dégénérescence la capacité calorifique des électrons 
est pratiquement nulle et ce n'est que dans un gaz électronique non 
dégénéré que sa valeur coïncide avec la valeur prédite par la théorie 
classique. Nous avons déjà dit que pour expliquer les divergences 
entre la théorie classique de la capacité calorifique des gaz et l’expé- 
rience il faut faire appel aux notions quantiques. Considérons les 
modifications ainsi obtenues sur un modèle peut-être quelque peu 
artificiel, mais bien simple, permettant d’élucider la question. 

Supposons qu'il existe une molécule diatomique rigide animée 
d’un mouvement plan. Puisque la distance entre les atomes est rigou- 
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reusement constante, dans un tel modèle il y a trois degrés de liberté. 
Deux d'entre eux correspondent à la translation dans le plan (suivant 
les axes des x et des y), et un, à la rotation de la molécule sur l'axe 
perpendiculaire au plan (axe des z). D'après la théorie classique, 
l'énergie interne s'écrit dans ce cas 


U= TN), (65.1) 
et la capacité calorifique 
LE 
Cx =Th(N; _ % 2 7 À. 


La différence principale entre la statistique quantique et la sta- 
tistique classique consiste en ce qu’elle tient compte, d’une part, du 
principe d'indiscernabilité et du principe de Pauli (pour les fer- 
mions) et, d'autre part, de la nature discrète des valeurs que peut 
prendre l'énergie du système. Considérons le modèle d’une molécule 
animée d'un mouvement plan. Son énergie est l'énergie cinétique de 
la translation suivant les axes des x et des y et de la rotation sur l'axe 
des z. Soient m, la masse de la molécule et 7, son moment d'inertie 
par rapport à l'axe qui passe par le centre de masse perpendiculaire- 
ment au plan du mouvement. La mécanique enseigne que l'énergie 
cinétique totale peut être représentée sous la forme d’une somme ‘de 
l'énergie cinétique de la translation et de l'énergie cinétique de la 
rotation sur l'axe qui passe par le centre de masse: 


€ — Etr + Erot = +3 (65.2) 
où p désigne l'impulsion de la molécule et M, la projection du mo- 
ment cinétique sur l'axe parallèle à l'axe des z et passant par le centre 
de masse de la molécule. 

Les valeurs de l'énergie deviennent discrètes du fait que l’impul- 
sion, tout comme le moment cinétique. prennent des valeurs discrè- 
tes. Comme nous l'avons établi au $49, l'énergie de la translation 
est définie par la formule (49.1) qui dans le cas considéré du modèle 


plan peut s’écrire 
(ee) (EN), 655 


\ 


où a et b sont les dimensions du « récipient » plan suivant les axes des 
æety, m. et m, des nombres entiers arbitraires. Voyons maintenant 
quelles sont les valeurs possibles du moment cinétique. En mécanique 
quantique on établit que la projection du moment cinétique sur un 
certain axe des z est donnée par la relation 


M, = mh, (65.4) 
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où m est un nombre entier arbitraire. La nécessité de la relation (65.4) 
peut être expliquée sans trop de rigueur, mais d’une manière suggesti- 
ve suivante. Si une molécule se compose de deux atomes identiques, 
en tournant chacun d’eux décrit un cercle de diamètre /, où L est la 
distance entre les atomes. Cette distance étant invariable, dans leur 
mouvement rotatif les atomes peuvent être considérés comme une seule 
particule possédant une masse globale, i.e. la masse de la molécule. 
Le moment cinétique de cette particule est 


l > 
M:= Prot LÉ (65.5) 


où Prot est la quantité de mouvement de rotation suivant le cercle 
de diamètre L. Le mouvement suivant un cercle doit être considéré 
comme le mouvement dans le « récipient » dont la longueur est égale 
à la longueur du cercle xl. En vertu des formules (46.7) les valeurs 
possibles de l’impulsion rotative dans un tel mouvement sont 


où m» est un nombre entier. En portant cette dernière expression dans 
(65.5) on trouve que la projection du moment cinétique est définie 
par la formule (65.4), i.e. elle prend des valeurs discrètes. Il est clair 
que les valeurs de l’énergie rotative 


___ ME _ m°h? 
€rot "of, ou "2 (65.6) 
sont discrètes elles aussi. 

Pour établir les propriétés statistiques du modèle considéré il 
faut d’abord trouver le potentiel oméga, ce qui nécessite le calcul 
de la somme statistique. En prenant pour sous-système toutes les 
molécules se trouvant à l’état à défini par une collection déterminée 
des nombres m,, m,, m, i.e. possédant l'énergie 

__ antñt Anh? 


ë RE mi + MD ge m2. (65.7) 


| 2moc 2m0b* 
on peut écrire pour la somme statistique du sous-système 
Z* — >» e”te-H/EDIn, 


ni 


où n, est lenombre de molécules à l’état i. La somme de cette forme a été 
déjà calculée et le résultat dépend du spin total de la molécule. 
S'il est demi-entier, la molécule se rapporte aux fermions et en vertu 
du principe de Pauli il ne se présente que deux éventualités: n; — 0 
et nr; = 1. Pour Zi on obtient 


Z? 1 PT nn DAdLA 
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Si le spin total est entier, la molécule est un boson et n; — 0, 1,... 
..., 00. Alors (cf. $ 56), 


Z} _ (1 08e), 


Pour le potentiel oméga du sous-système on trouve respectivement 
pour les molécules constituant les particules de Fermi 


Qt = —kTInZ, = .—#T In ({+e"-"0/8n) 
et pour les molécules constituant les particules de Bose 
Q? = —KTInZ,=4T In (1—e4 "8, 


Lorsque la concentration des molécules est assez faible de sorte 
que le potentiel chimique soit négatif et sensiblement plus grand 
en valeur absolue que XT, le terme exponentiel figurant sous le 
signe du logarithme dans les deux expressions du potentiel oméga 
s'avère petit devant l'unité; alors, les deux expressions se ramènent 
approximativement à une seule et même expression 


Q? — — Tel ET) 


On voit sans peine que cette expression coïncide avec (56.7) qui défi- 
nit le potentiel oméga du système calculé sans tenir compte de l'in- 
discernabilité des particules. Evaluons à quelles concentrations 
l'hypothèse avancée plus haut est juste. Comme dans cette approxi- 
mation le potentiel oméga est le même aussi bien pour les bosons que 
pour les fermions, on peut utiliser la condition de non-dégénérescence 
du gaz de Fermi. Supposons que dans une molécule la masse des. 
atomes est égale à celle d’un atome d'hydrogène my = 1,67-10-% kg; 
alors, (63.5) entraîne qu'aux températures supérieures à 20 K (tem- 
pérature de liquéfaction de l'hydrogène à pression normale), la con- 

dition de non-dégénérescence est respectée, si la concentration des 
molécules est inférieure à n — 1,7-10?8 m*. Une concentration si 
élevée correspond aux milieux condensés (liquides, solides) de sorte 
que la condition de non-dégénérescence dans le gaz peut être consi- 
dérée comme satisfaite. Le potentiel oméga de tout le système est 


Q= 5 Qt= 47 D eM-E/ ET 2 ETenn Se /UD, 
î î a 


La sommation sur à se ramène pratiquement à la sommation sur m,, 
m, et m; on a donc 


Q* = — KTeu/UT D 7 AUD Ne BAUET N @-vm/ET), 
mx My m 
où, d’après (65.2) et (65.5), 
_ Anin? B— 4nh __ hf 
mar? P mr? Ÿ— 2° 
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Pour ce qui suit il importe d'attirer l’attention sur une grande 
différence entre les coefficients x, B et y. En effet, le moment d'inertie 
de la molécule est égal à la somme des produits de la masse des atomes 
par le carré de leur distance à l’axe de rotation, i.e. 


I 0 — — > 
Ainsi, dans « et $ figurent les produits m,a° et m,b°, où « et b sont 
les dimensions du récipient, et dans y figure le produit m,l?, où L 
est la distance entre les atomes. Si les dimensions du récipient 
a b& 10? met la distance entre les atomes / æ 0,7:10-1° m, ce 
qui correspond à la distance entre ces atomes dans une molécule 
d'hydrogène, en admettant que la masse des deux atomes est égale à 
la masse d’un atome d'hydrogène, on obtient pour les coefficients les 
estimations suivantes: a Æ= B = 7-10-% J, y & 1,4.10721 JF. 
Supposons que le gaz est porté à une température élevée et AT 
est sensiblement supérieur à «, B et y. Alors, les trois sommes peuvent 
être ramenées approximativement à des intégrales de même type, 
qui se distinguent par la valeur du paramètre («, B ou y). Examinons 
l’une d’entre elles, par exemple sur m.. En retenant que le nombre 
m, varie de —o à + et qu’en passant d'un terme de la somme à 
l’autre il varie de Am, = 1, on peut écrire 
co © +oo 
> e 7 2"E/ET) = y» er ED Am. u \ e-2"%/{ET) dm. 


Mx= — 70 Mx= — 00 -œ 


Utilisons les résultats de l’annexe 2 pour calculer l’intégrale obtenue : 
pu e”272/UT) A VE 
PL 
mx 


Ainsi, à des températures suffisamment élevées, 


Q%* œ—RTeuur GÂTRE, 65.8 
| VaBy CS 
D'après (54.10) le nombre moyen de molécules 
NA — 2Q* _ CAT}? 
[as GE né us --E (65.9) 
et conformément à (54.11) l'énergie interne 
x 0Q* 2Q* _ 3, (nAT)3/2 
U—=Q*-—T OT — nr TE TR an 


ou, si on utilise (65.9), 
U=RT(N), 
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ce qui est en plein accord avec la conclusion de la théorie classique 
(65.1). Quelles sont alors les températures auxquelles la molécule 
fait preuve des trois degrés de liberté? & et f étant bien inférieurs à 
y, la contrainte mentionnée plus haut est observée si &T 5 y. En 
tenant compte de la valeur numérique de y et de la constante de 
Boltzmann, on trouve que l'inégalité est vérifiée aux températures 
bien plus grandes que 7’: 


T° = y/k = 100 K. 


Etablissons maintenant ce qui se produit aux températures 
sensiblement inférieures à 7’. Si la température est telle que kT < +, 
mais XT est encore bien plus grand que « et B, les sommes contenant 
les paramètres & et B ne changent pas leur valeur, alors que la somme 
sur y se ramène à l'unité. En effet, pour y > ÀT, tous les termes de 
la somme, sauf celui où m — 0 sont très petits, de sorte qu'avec une 
bonne précision 


D'e-vm/hn) 1. 
m 


L'expression du potentiel oméga s'écrit alors 
at 
QX — — RTenET) 65.10 
, Va ? Lu 
i.e. elle est telle qu'on dirait que la molécule ne possède que deux 
dezrés de liberté relatifs à la translation. Ainsi, à T € T’ le degré 
de liberté rotatoire « gèle ». Naturellement, si à l’aide de (65.10) on 
calcule l'énergie interne et la capacité calorifique, on obtient des 
grandeurs qui correspondent à deux degrés de liberté: 


U= TN), Cy ={(N)k. 


Au besoin on peut suivre la variation de la capacité calorifique d'une 
valeur limite jusqu'à l'autre; à cet effet il suffit de recourir à l’ex- 
pression de la capacité calorifique obtenue à partir du potentiel 
oméga, où la somme sur y n’est pas remplacée par une intégrale. Pour 
le domaine de transition il suffit de tenir compte de quelques termes 
de la somme (m — 0, +1, +2), l'influence exercée par les autres 
termes étant faible. Il est pourtant raisonnable de réaliser de tels 
calculs pour un modèle plus réaliste que le modèle étudié dans ce 
qui précède. 

L'exposé précédent permet de comprendre la raison pour laquelle 
dans les molécules diatomiques, ainsi que dans les molécules linéaires, 
i.e. les molécules polyatomiques dont les atomes reposent sur le 
même axe, il faut prendre en considération seulement cinq degrés de 
liberté et non pas six, comme c'est le cas des molécules polyato- 
miques non linéaires. C’est que pour les molécules linéaires le moment 
d'inertie par rapport à l’axe sur lequel reposent les atomes est très 
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petit, de sorte que le paramètre correspondant y et la température T” 
soient très grands. En effet, lors de la rotation de la molécule sur 
cet axe le moment d'inertie est déterminé surtout par les électrons, 
dont la masse est de trois ordres inférieure à celle du noyau. Pour 
ce qui est de la contribution des noyaux eux-mêmes, leur rayon étant 
de quatre ordres inférieur au rayon de l’atome, leur contribution 
au moment d'inertie relativement à l’axe qui passe par les noyaux 
est de huit ordres inférieure à la contribution relative aux axes per- 
pendiculaires à cette direction. 

D'une façon analogue on peut expliquer la raison pour laquelle 
les vibrations des atomes des molécules les uns par rapport aux autres 
ne se manifestent pas aux basses températures. Les valeurs de l’énergie 
du mouvement vibratoire étant également discrètes, pour l’énergie 
KT inférieure à l'énergie minimale nécessaire pour l'excitation des 
vibrations, la probabilité d'excitation est si petite que dans le calcul 
des sommes statistiques les vibrations ne doivent pas être prises en 
compte. 

Ainsi, La théorie quantique permet d'expliquer la relation fonction- 
nelle entre la capacité calorifique et la température qui correspond à 
l'allure observée de cette dépendance. 


Problèmes du chapitre 10 


1. La concentration des électrons dans le cuivre est de 8,5-10°8 m. Déter- 
miner si le gaz électronique est dégénéré ou n'est pas dégénéré à la température 
ordinaire. À quelle température a lieu le passage de l'état dégénéré à l’état non 
dégénéré pour la concentration donnée ? 

Solution. Pour T = 300 K on a 

À eo 93/2 
( moËT a ut = 1,3-102% mi, 
1/2 5x 
ce qui est bien inférieur à »# == 8,5-10°" m-5, donc le gaz est dégénéré. 11 devient 
non dégénéré à une température sensiblement supérieure à la température de 
fusion et d’évaporation du cuivre. 

2. Dans la décharge gazeuse la concentration mesurée des électrons n = 
= 107% m et leur température est de 2000 K. Quelle est la pression des élec- 
trons ? 


ee oo » » 


mokT j + 12 Lane m-3 
ETES TES É 


ce qui est bien supérieur à la valeur de la concentration. On en tire que pour le 
calcul de la pression on peut utiliser la formule (36.2) 


P = nkT > 3:10-*° Pa. 


PARTIE IV 


PHYSIQUE STATISTIQUE DES ÉTATS 
HORS D’ÉQUILIBRE 


CHAPITRE {1 
ÉQUATION DE BOLTZMANN 


$ 66. Fonction de distribution dans le cas hors d’équilibre 


Au chapitre 5 nous avons montré que dans la statistique clas- 
sique une description complète d’un système se trouvant en équilibre- 
est donnée par la distribution de Gibbs (ou la distribution grand- 
canonique lorsque le nombre de particules dans le système est varia- 
ble). Dans la pratique on a souvent affaire aux systèmes hors d’équi- 
libre et on se demande alors quelle est leur densité de probabilité. 

L'étude des systèmes hors d’équilibre étant un problème très 
compliqué, nous n'examinerons dans ce qui suit que le cas d'un 
gaz parfait, i.e. d'un ensemble des particules dont l'interaction est 
si faible qu’on peut la négliger. Le mouvement de chaque particule 
d’un gaz parfait est indépendant, et c'est pourquoi la fonction de. 
distribution totale d’un système est définie par la fonction de dis- 
tribution d’une seule particule. Pour s'en assurer, il suffit de re- 
prendre les raisonnements du $ 30. En effet, si f (r, p) est la fonction 
de distribution, alors 


dn/N = f(r, p) dt dQ/N = dW (r. p) 


est la probabilité pour que la particule se trouve dans le volume 
dy = dr dQ@ de l'espace pu. 

Le mouvement des particules étant indépendant, la probabilité: 
pour la particule 7 de se trouver dans le volume dy, et pour la par- 
ticule 2 dans le volume dy. est donnée par le produit des probabilités, 
i.e. 
dW (rs, pis ro. pe) = dW (rs. ps) dW (r2, pe) = j 

= f (rs, Ps) dif (r2, pa) dY2 7 


On peut poursuivre ces raisonnements et on obtient alors pour la: 
densité de probabilité de tout le système 


1 
w'(r,, P: rx, Px) e x (ri. 1) . ..f(rx, Pr): 
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Ainsi, la tâche principale de la théorie du gaz parfait est d'établir 
Ja fonction de distribution hors d'équilibre pour une seule particule. 
Puisqu’il s'agit de l’état hors d'équilibre, cette fonction se distingue 
de la distribution de Maxwell-Boltzmann et il faut posséder une 
<ertaine méthode générale permettant de trouver les fonctions de 
distribution inconnues. Cette méthode a été donnée par Boltzmann. 
lle consiste à résoudre l'équation qu'il a proposée et qui porte le 
nom d’équation cinétique ou d’équation de Boltzmann. Avant d'étudier 
l'équation pour la fonction de distribution, considérons le problème 
relevant du domaine de l'hydrodvnamique et qui permet de mieux 
comprendre le sens de l’équation cinétique. 


$ 67. Equation de continuité 


Considérons le mouvement du gaz de densité 0. Si m, est la masse 
d’une molécule de gaz, la concentration est égale à 


n = p/m. 


La figure 11.1 représente le système de coordonnée et un élément 
de volume imaginaire de côtés dr, dy, dz. Supposons d'abord que le 
gaz se déplace suivant l'axe des y, 
et considérons la variation de sa 
masse dans l'élément de volume 
dégagé. Puisque la de sité du gaz 
en un point donné de l’espace varie 
à la vitesse ôp/ôt, la variation de la 
masse en un intervalle de temps dt 
peut s’écrire 


di dedr, (67.1) 


où dt = dr dy ds. L'accroissement 
ou la diminution de la masse est 
Fig. 11.1 dû seulement au fait que la quan- 
tité de gaz arrivant par la face 
gauche de coordonnée y n'est pas ézale à la quantité de gaz s’écoulant 
par la face droite de coordonnée y + dy. Si la vitesse de l'écoulement 
est v,, en un intervalle de temps dt le volume de gaz qui coïncide à 
l'instant { avec dt, se déplace d'une distance v, dt; de plus, si les 
vitesses au voisinage des faces droite et gauche ne sont pas les mêmes, 
il peut se dilater quelque peu ou se comprimer. La figure 11.1 montre 
que la quantité de gaz qui sort du volume est égale à 


pv, dt dx dz = p (y + dy) v, (y + dy) dt dx dz. (67.2) 
La quantité de gaz qui y est amenée du côté gauche est 
p (y) v, (y) dt dx dz. (67.3) 
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La différence entre les expressions (67.2) et (67.3) consiste dans le 
fait que la densité et la vitesse de l'écoulement près de la face gauche 
y ne sont pas en général égales à leurs valeurs près de la face droite 
y + dy. L'accroissement de la masse en un temps dt est égal à l'excès 
de masse entrante par rapport à la masse sortante, i.e. à la différence 


p G) v, (y) dt dx ds — p (y + dy) v, (y + dy) dt dz dz. 


Etant donné que y et y + dy se distinguent d’une quantité infinité- 
simale dy, cette différence peut être mise sous la forme 


Q 9 (pvy) de 
— 3 LP (y) v, (y)] dy dt dx dz = — TR df dr. (67.4) 


D'après la loi de la conservation de la masse, en égalant (67.3) à 
(67.4), on peut écrire 
dp _ à 
or = ag (Pvy)- 
Si le courant de gaz comporte les composantes de la vitesse suivant 
les trois axes, les raisonnements analogues à ceux qui précèdent 
montrent que l’équation de continuité est de la forme 


dp ___[ (pr) | 9(E8y)  a(pr.) 2 
d — [ SEE Re | (67.5) 
En divisant les deux membres de (67.5) par la masse d’une molécule 
m,, on trouve qu'elle peut être écrite sous la forme de la loi de la 
conservation du nombre de particules 


on 0 (ntx) à (nvy) 9 (nr) re 
= —[e + EE fe (67.6) 


Dans les notations de l'analyse vectorielle on a 


on _ : = 

He — div (nv). (67.7) 
L'équation de continuité sous la forme (67.6) ou (67.7) montre que 
dans un certain volume la variation du nombre de particules est égale 
à l'excès du nombre de particules entrantes par rapport à celui des 
particules sortantes. 


$ 68. Equation cinétique de Boltzmann 


Boltzmann a proposé l'équation permettant de déterminer la 
fonction de distribution. Rappelons-nous qu'en physique statistique 
du gaz parfait l’état d’une particule est décrit par ses trois coordon- 
nées (x, y, z) et trois composantes de l'impulsion (px, py, P2), i.e. 
par six coordonnées de l'espace des phases (l’espace u selon $ 30). 
D'après son sens la fonction de distribution doit être considérée 
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comme la concentration des particules dans l’espace u, puisque 
l'expression 

dr — fr, p) dy 
définit le nombre moyen de particules dans un élément de volume 
dy de l’espace u à six dimensions. 

La variation du nombre de particules dans dy est conditionnée 
par le fait que certaines d’entre elles changent leurs coordonnées 
ou les valeurs de l'impulsion et s'échappent de dy, alors que d’autres 
y entrent. Ainsi, pour la fonction de distribution on a l’équation 
analogue à l'équation de continuité, mais écrite dans l’espace des 
phases. 

Si la position de la particule dans l’espace des phases est donnée 
par le vecteur à six dimensions r,, à composantes 


Fph ={x, y; Z;, Px Py P2} 


on doit entendre par vitesse de mouvement dans l’espace des phases 
un vecteur à six dimensions à composantes 


Vph ={z, Y: 2, Pxs Pyr P:} 


où le point désigne la dérivée par rapport au temps. Etant donné 
que d’après le sens de l'impulsion 


Z=pl' y ÿ = PylMos 2 = Pz:lMo (68.1) 

et d’après la deuxième loi de Newton 
Ps Fe Py=Fn P:=Fa (68.1') 
où F;, F,, F; sont les composantes du vecteur de la résultante de 


toutes les forces appliquées à la particule, l'équation cinétique 
de Boltzmann peut se mettre sous la forme 


= ni e- pd + mo GP) + 2 (p.)+ 
= UF) + (HF) + SE fF:)], (68.2) 


ou pour les forces ne  … pas . la vitesse : la particule 


LR LEO ER DC PR OO A RE OP. pe A. 
ot — Mo 0 Mo 0y mo 02 * 9px u opy ? dp. 
(6S.3) 


Si on utilise la notion de gradient de la fonction, l’équation (68.3) 
s'écrit sous une forme plus condensée. On appelle gradient de la 
fonction / dans un espace ordinaire le vecteur dont les projections 
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sont 


ÜI of of 
grad,f={5, Oy * © . 


D'une façon analogue, on appelle gradient dans l’espace des impul- 


sions le vecteur 
JP. fol: or, 
grd, fe pe de) 
On voit sans peine que (68.3) est équivalente à l’équation suivante: 


à 
- —-2grad,f—F grad, f. (68.4) 


e 


L'équation (68.4) dite cinétique a été établie par Boltzmann pour le 
calcul de la fonction de distribution f. 

L'équation (68.3) conduit simplement au théorème de Liouville 
ou, plus exactement, au cas particulier de ce théorème qui se rap- 
porte à l’espace p à six dimensions. 

La dérivée totale par rapport au temps de la fonction de dis- 
tribution, i.e. la dérivée calculée compte tenu de la variation des 
coordonnées z, y, z de la particule et de son impulsion p,, py; P: 
conformément à la loi du mouvement, est 


Assson UE # ; 


e ôf . ôf 0] 
dr 0 Tor PT op V T8 Tops Pat 


Éd 
dPy Py + ÔPz Pz- 

Si on tient compte des équations (68.1) et (68.1), on tire de 
(68.3) que la dérivée totale est nulle: 


df 
“di =. 

Supposons que V particules soient réparties uniformément dans 
un certain volume de l’espace des phases Ay; alors, la fonction de 
distribution n’est différente de zéro que dans Ay et y est égale à 

zu 
ST 


Puisque df/dt — 0, cette valeur se conserve également dans le do- 
maine Ay’ où les particules passent du domaine Ay en un temps t. 
Alors, la condition 


N __N 

Ay AY 
entraîne que 

Ay = AY’, 


i.e. lorsque le volume de phase se déplace sa valeur se conserve. Cette 
proposition constitue précisément le contenu du théorème de Liou- 
ville. 
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$ 69. Interaction avec le thermostat 


Il s'avère pratiquement plus commode d'utiliser non pas la 
forme exacte de l’équation cinétique (68.3), mais sa forme approchée. 
Pour expliquer le caractère des simplifications nécessaires, exami- 
nons, par exemple, le comportement des électrons dans le plasma 
d'une décharge gazeuse. En admettant que le gaz électronique soit 
classique et parfait, nous négligeons l'interaction des électrons 
entre eux, mais tenons compte de l'interaction des champs électri- 
ques extérieurs, ainsi que de l'interaction avec les ions et les molé- 
cules neutres. Lorsque les champs extérieurs sont absents et les 
ions et les molécules sont en équilibre, les électrons gardent l’équilibre 
eux aussi. Qui plus est, si l’état d'équilibre des électrons est perturbé 
d'une façon quelconque, ils le reprennent par suite des collisions 
avec les ions et les molécules. Ainsi, les ions et les molécules doivent 
être envisagés comme un thermostat, dont l'interaction avec le 
système étudié (gaz électronique) ramène ce dernier à l'équilibre 
déterminé par la température du thermostat. 

Dégageons du dernier terme de (68.4) sa partie qui décrit l'in- 
teraction avec le thermostat et écrivons 


Fgrad, f == Fexe gra, f +- (LE) (69.1) 


Dans (69.1) F,,+ sont les forces extérieures (par exemple, — eE pour 
les électrons se trouvant dans un champ électrique d'intensité E), 
et (ôf/ôt).. la notation du résultat d'interaction du système avec 
le thermostat (des collisions des électrons avec les ions et les molé- 
cules neutres). En général la forme du terme (6f/01).,\ diffère suivant 
les collisions qui sont prises en compte, mais dans une certaine classe 
des cas, on peut le représenter de la façon suivante: 
d\ Î— fo 
Ca SE se. (69.2) 

où f est la fonction de distribution hors d'équilibre, f, la fonction de 
distribution à l'équilibre, + le paramètre nommé temps de relaxation. 

Quelles considérations suggèrent cette expression ? 

Premièrement, les collisions ne doivent pas perturber la distri- 
bution à l’équilibre, puisque ce sont précisément elles qui l’établis- 
sent. On voit aisément que si f =.f,, on a (L)..= 0. L'égalité 
à zéro a lieu pour les particules de n'importe quelles impulsions, de 
sorte que la relation (69.2) satisfait au principe du bilan détaillé. 

Deuxièmement, si les écarts de l'équilibre sont petits, il faut 
s'attendre à ce que la vitesse de retour à l'équilibre doit être pro- 
portionnelle à l’écart par rapport à l’état d'équilibre, i.e. 


(Sn = — fo) 
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Le paramètre t est considéré comme une grandeur connue, par 
exemple de l'expérience. Son sens est facile à élucider d'après le cas 
particulier suivant. Supposons que la distribution des particules 
dans l’espace soit homogène et hors d'équilibre par rapport aux 
impulsions, alors que les forces extérieures sont absentes. Ainsi, si 
sous l’action d'un champ électrique extérieur homogène le gaz est 
parcouru par un courant électrique, la fonction de distribution est 
hors d’équilibre, mais homogène dans l’espace, i.e. ne dépend pas des 
coordonnées. Supposons qu'à l'instant t — 0 le champ est débranché 
et, par suite, les forces extérieures s’annulent. La fonction de dis- 
tribution étant hors d'équilibre avant le branchement du champ, 
il est clair que par la suite, pendant un certain temps, elle sera 
également différente de /,. Pour les instants ultérieurs à t = 0 
l'équation de Boltzmann est de la forme 


Of __ __ f—fo y: 

=, (61.3) 
le terme (p/m,) grad, f étant nul du fait que la dérivation par rapport 
aux coordonnées donne zéro (la fonction de distribution est homo- 
gène), et le terme F.,/grad, f s’annule du fait que les forces exté- 
rieures sont nulles. La solution de l’équation (69.3) s'obtient aisé- 
ment et prend la forme 


Î() = fo + [1 (0) — fl e- #7, (69.4} 


où f (0) est la valeur de la fonction de distribution hors d'équilibre 
à l’instant initial. On voit que la quantité 


Af=1[f(0)— fe", (69.5) 


qui détermine l'écart de la fonction de distribution par rapport à 
la fonction d'équilibre, décroît exponentiellement avec la constante 
de temps + qui de ce fait porte le nom de temps de relaxation. Ainsi, 
le système isolé des actions extérieures qui perturbent l'équilibre reprend 
l'équilibre par interaction avec le thermostat en un temps déterminé 
par le temps de relaxation +. 

Il convient de tenir compte que l'inclusion dans l'équation du 
terme de la forme (69.2) n’a pas été conséquente. En toute rigueur, 
la méthode de Boltzmann sous-entend qu'on doit étudier en détail 
l'interaction du gaz parfait avec les particules constituant le thermo- 
stat en se fondant sur un modèle concret de la structure des particu- 
les. L'expression (69.2) ne peut être vérifiée que si l'analyse exacte 
conduit à une relation de cette forme. Bien que dans certains cas 
ceci ait réellement lieu (cf. chapitre 13), souvent il n’en est pas 
ainsi. 

Ainsi donc, l'équation approchée de Boltzmann qui tient compte 
de l'interaction avec le thermostat par le terme comprenant le temps de 
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relaxation est de la forme 


ne] —— 
LL — à grad, f— Fer grady jh. (69.6) 
Une large utilisation de l'équation de cette forme s'explique par sa 
simplicité relative qui permet de représenter la solution sous une 
forme approchée, mais bien simple et claire quant au sens physique. 
Dans ce qui suit nous n’envisagerons que ce cas-là. 


$ 70. Equation de Boltzmann dans le cas quantique 


Pour une approche quantique bien rigoureuse la méthode de 
l'équation cinétique de Boltzmann est inapplicable du fait que la 
notion même de fonction de distribution en tant que fonction des 
<oordonnées et des impulsions des particules isolées est inapplicable 
elle aussi. La cause de ce fait est très profonde et associée au principe 
d'incertitude de la mécanique quantique, d’après lequel une particule 
ne peut pas posséder simultanément une valeur exacte de la position 
(de la coordonnée) et une valeur exacte de l'impulsion. D'après 
-ce principe, si la position de la particule sur l’axe des x est établie 
avec une précision de l’ordre de Az, son impulsion ne peut être 
connue qu'avec une précision Ap.; de plus, on a la relation 


APa At > 7h. (70.1) 
Pour les autres axes on a des relations d'incertitude analogues: 
Apy Ay > rh, Ap, Az > nh. (70.1') 


Dans une certaine mesure, on peut expliquer les relations (70.1) en utilisant 
la méthode de quantification décrite au chapitre 7. Supposons que la coordonnée 
z est fixée avec une précision Ar. On peut admettre qu'à cet effet la particule 
-est placée dans un puits de potentiel dont la dimension suivant l'axe des rest Az. 
Dans ce cas l’état de la particule est défini par l'onde stationnaire et la valeur 
de la longueur d'onde, i.e. de l’impulsion, est discrète. Une onde stationnaire 
représente la somme de deux ondes progressives de même amplitude se déplaçant 
l’une à la rencontre de l’autre. Ceci signifie qu’à n'importe quel des états possi- 
bles, la valeur positive de l'impulsion est aussi probable que sa valeur négative. 
Pour la dispersion quadratique moyenne de l'impulsion, on a 


(APE) =((Px—(Px))®) =(P3), 
“tant donné que 
1 1 
(Px) TT Pier (— Px) = 0. 
Le calcul de la moyenne de l'impulsion quadratique est très simple, à savoir: 


eo 1 La 1 e 
(D = Pet (Pa) = pa 
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i.e. l'écart quadratique moyen est égal au carré de l'impulsion. Puisque d'a- 
près (46.1) 


mal 
TS ; 


pour la quantité Y (4r*)y (Ap£) on obtient 
VE) VTGrS) = de = mat. 


La valeur minimale de l'incertitude de la coordonnée et de l'impulsion a lieu 
lorsque m = 1 ; alors, on voit en effet que pour Ar = y {z*) et Ap, = V (Api) 


AzAp, 7 7h. 


Ainsi, en mécanique quantique la position et l'impulsion d'une 
particule ne peuvent pas être connues simultanément avec précision; 
il n’est donc plus possible de décrire le système à l’aide de la fonction 
de distribution qui suppose la connaissance aussi bien du rayon 
vecteur que de l’impulsion de la particule. En conformité avec 
ce qui vient d’être dit il faut porter l'attention sur le fait que sous 
ce rapport les fonctions quantiques de la distribution de Fermi-Dirac 
et de Bose-Einstein se distinguent des fonctions classiques. Bien 
qu’elles donnent le nombre moyen de particules à l’état considéré, 
la définition quantique de l’état ne sous-entend pas la donnée simul- 
tanée de l'impulsion et de la coordonnée. 

On peut utiliser tout de même la notion classique de la fonction 
de distribution en tenant compte des effets quantiques si on se borne 
à l'approximation quasi classique dans la mécanique quantique. 
Dans cette approximation l’état de la particule est décrit par l’im- 
pulsion et la coordonnée, mais seulement dans la mesure où ceci 
est admis par le principe d'incertitude. Ainsi, dans le mouvement 
unidimensionnel le long de l'axe des x on attribue à la particule une 
impulsion à Ap., près, où Ap, est une quantité sensiblement infé- 
rieure à la moyenne du module de l’impulsion des particules du 
système. D'après le principe d'incertitude la coordonnée ne peut 
être connue avéc une précision plus élevée que 

APx 
Az = TT 
Toutefois, si dans le problème considéré une telle précision de la 
définition de la coordonnée est suffisante, on peut parler également 
de la coordonnée x. En particulier, cette approche est possible si la 
particule se trouve dans le champ de forces dont l’énergie potentielle 
change si lentement en fonction de la coordonnée qu'à une distance 
de l’ordre de Az il faut admettre qu'elle est pratiquement constante. 
D'autre part, on voit se conserver les particularités quantiques spé- 
cifiques telles que la discontinuité des valeurs de l'impulsion et de 
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l'énergie, la nécessité de tenir compte du principe d'indiscernabilité 
des particules, ainsi que du principe de Pauli pour les particules à 
spin demi-entier. 

Si on recourt au concept de la densité des états introduit au $ 48, 
le système peut être décrit dans cette approximation par la fonction 
de distribution f (r, p). Puisque dans l'équation de Boltzmann la 
fonction de distribution a le sens du nombre moyen de particules 
dans un volume unitaire de l’espace des phases, il convient de pré- 
ciser ce qu’on entend par fonction de distribution à l'équilibre fo 
dans le terme contenant le temps de relaxation dans les cas où elle 
ne peut être considérée comme classique. 

Extrayons un élément de volume de l’espace des phases Ay — 
— At AQ, où At — Az Ay Az et AQ = Ap, Ap, Ap. sont si grands 
qu'on a les relations d'incertitude (70.1), mais simultanément ils 
sont si petits que la fonction de distribution quasi classique y est 
pratiquement constante. Le nombre moyen de particules dans Ay est 


(AN)= ZX (ns), 
où la somme est prise sur tous les états appartenant au volume choisi. 


Comme nous l’avons montré au $ 48, le nombre d'états dans Ay 
est exprimé par la formule 


AG = Ay/(2xh}. 


Si le nombre moyen de particules (7,) dans l’un des états apparte- 
nant à ce volume est pratiquement le même, il vient 


CAN) = (5) AG = (5) pr AY. 


Ainsi, la fonction de distribution à l'équilibre f, s'écrit 


PA CL ee 
0 A7 (Cm ? 


ou 


1 4 : 
LOC CELLES (70.2) 


dans le cas des fermions, et 


1 4 _ 

= as ED (70.3) 
dans le cas où le gaz se compose de bosons. Dans l'approrimation du 
temps de relaxation la fonction de distribution quasi classique satisfait 
à l'équation de Boltzmann (69.6); toutefois, en évaluant les effets 
quantiques, il faut utiliser dans le terme qui rend compte des collisions 
la fonction de distribution à l'équilibre de Fermi-Dirac (70.2) ou de 
Bose-Einstein (70.3) suivant le type des particules constituant le gaz. 
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Les fonctions de distribution (70.2) et (70.3) concernent les particules 
à valeur déterminée de la projection du spin. Si le spin des particules 
n'a pas d'importance pour le problème. il faut multiplier les fonctions 
de distribution (10.2) et (70.3) par le nombre des valeurs possibles 
des projections du spin (2 pour les électrons et 2 pour les photons). 


CHAPITRE 12 


FONCTION DE DISTRIBUTION DANS L’APPROXIMATION 
DE DIFFUSION (APPROXIMATION DE LORENTZ) 


$ 71. Fonction de distribution à petit temps de relaxation 


« 


L'équation cinétique de Boltzmann. à condition d'être résolue, 
fournit une information complète sur le comportement d’un gaz 
parfait. Puisque l’équation reste encore très compliquée même si 
elle contient un terme simplifié tenant compte des collisions, il est 
pratiquement impossible de la résoudre pour le cas général sous une 
forme analytique. Il existe toutefois un cas particulier assez fréquent 
pour lequel la solution s'obtient de façon relativement simple. 
Examinons-le de plus près. 

Le temps de relaxation figurant dans l'équation de Boltzmann 
détermine le temps de retour du système à l’état d'équilibre et 
caractérise l'intensité d'interaction du gaz parfait avec le thermo- 
stat. Plus cette interaction est forte, plus le temps de relaxation est 
petit et plus le système reprend vite l'équilibre. Si les forces exté- 
rieures sont assez faibles, elles ne peuvent pour un petit temps de 
relaxation perturber sensiblement l'équilibre et la fonction de 
distribution doit être assez proche de sa valeur d'équilibre. Ces 
considérations physiques peuvent être écrites sous une forme mathé- 
matique. 

Récrivons l'équation de Boltzmann sous la forme suivante: 


f= hr  gradr f— TFext gradh f. (71.1) 


Lorsque le temps de relaxation est petit, les termes où + est en facteur 
sont petits eux aussi et on voit que la fonction de distribution j est 
proche de sa valeur d'équilibre f,. Portons dans le deuxième membre 
la valeur de f tirée de la même équation (71.1) pour obtenir 


F= for Der BE grad, fo — Feu grad} fo+ O(1), 


où par © (1°) on désigne les termes du deuxième ordre de petitesse, 
i.e. proportionnels à T°, qui peuvent être omis. La fonction de dis- 


[EL 
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tribution à l'équilibre ne dépend pas du temps, de façon que 


dfo 
nm 0. 


Ainsi, dans cette approximation, la fonction de distribution hors 
d'équilibre s'exprime simplement à l’aide de la fonction à l’équi- 
libre : 


= for grad, fo— Feu grad fo. (71.2) 


Or, les conditions pour lesquelles on a la solution (71.2) ne sont 
plus satisfaites si la concentration du gaz parfait variable dans 
l’espace diffère de la concentration à l’équilibre. En effet, dans un 
petit domaine donné de l’espace, la distribution à l’équilibre corres- 
pondant à la concentration locale s'établit très vite. Par ailleurs, 
la concentration à l'équilibre s'établit dans tout le volume occupé 
par le gaz par diffusion, i.e. par brassage graduel. Ce processus est 
assez lent, et c'est pourquoi la représentation (71.2), où par ÿ, on 
entend la fonction de distribution à l’équilibre pour tout le gaz, 
pe peut pas donner une bonne approximation. Le domaine d'utilisation 
de la formule (71.2) s'avère bien plus large si on considère qu'elle est 
vérifiée localement, i.e. pour des domaines de l'espace relativement 
petits; la fonction de distribution à l'équilibre qui figure dans le deuxie- 
me membre n'est pas la même pour des domaines différents, puisqu'elle 
dépend de la concentration (ou, ce qui revient au même, du potentiel 
chimique) qui change d'un point à l'autre. La loi de la variation de la 
concentration étant inconnue, la formule (71.2) ne peut être considé- 
rée comme solution, en tout cas jusqu’à ce que ne sera trouvée la 
fonction r = n(r, ft) ou = "ufr. t). 

Nous admettrons que par suite de l'interaction efficace avec le 
thermostat la température du gaz parfait est constante dans tout 
le volume et égale à celle du thermostat. Comme maintenant la 
concentration n'est pas supposée constante, la fonction de distri- 
bution à l'équilibre peut dépendre implicitement (par l'intermé- 
diaire de la concentration) du temps, de façon que 


T do ho In 

; ot _ ôn dt” 

En étudiant dans ce qui suit l'équation de la diffusion nous établirons 
que la vitesse de variation de la concentration 2 est une petite 
quantité proportionnelle à Tt, de sorte que le terme r She est du 
deuxième ordre de petitesse en T, et tout en étant différent de zéro, 
il doit quand même être omis. Parfois on se trouve devant les problè- 


mes où la force extérieure F,xt diminue rapidement avec le temps. 
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Si la vitesse de sa variation est définie par des temps comparables au 
temps de relaxation +, il faut tenir compte du terme T4 qu'on ne 


peut pas dans ce cas remplacer par t u . L'exemple d’une telle 


situation peut être fourni par l'action du rayonnement infrarouge 
sur le gaz électronique dans le plasma et par certains autres cas. 


$ 72. Equation de diffusion 


Dans le cas hors d’équilibre on ne peut pas écrire immédiatement 
une fonction déterminant la dépendance de la concentration des 
particules avec les coordonnées, mais on peut obtenir une équation 
qui s'appelle équation de diffusion dont la résolution détermine 
cette dépendance. Pour déduire l'équation de diffusion il faut se 
guider par l'équation de Boltzmann 


à L,2 
D = BE grd, f—Fougradsf— Le, (2) 


La concentration des particules étant définie par la relation 
nr, = (f(, p, t)dQ, 


où l'intégrale est prise sur tout l'espace des impulsions, essayons 
d'intégrer (72.1) sur les impulsions. 

En changeant l’ordre d'intégration sur les impulsions et l'ordre 
de dérivation par rapport au temps, on montre sans peine que 


9 40 — © PL 
jar (sa _ ôt 
Examinons maintenant le résultat de l'intégration du terme 


contenant le temps de relaxation (i.e. décrivant les collisions). Si t 
ne dépend pas de l'énergie des particules, on a 


Ici on a pris en compte que les deux intégrales sont égales à la même 
quantité, et notamment, à la concentration locale des particules 
dans la région voisine du point r. Il convient de noter que le résultat 
nul s'obtient également sous des hypothèses bien plus générales sur 
le terme qui rend compte des collisions. En effet, il suffit que l'in- 
teraction soit d’un caractère tel que le nombre total de particules 
dans le domaine envisagé de l'espace (intégrale sur toutes les impul- 
sions) reste invariable, c’est-à-dire qu'il n’y ait ni annihilation ni 
création des particules. Ainsi, l'égalité 


\ (LE d@ =9 


214 PHYSIQUE STATISTIQUE DES ETATS HORS D'ÉQUILIBRE {P. IV 


peut être considérée comme vérifiée indépendamment des hypothèses 
plus particulières sur la nature de l'interaction avec le thermostat. 
Calculons maintenant l'intégrale 


| Faut grad, / dQ 

qui peut s’écrire sous une forme plus détaillée: 
2 

( Fort grad, f dQ — Fest x Î = dPx dPy dP: + 

0 â 

+ Fest v Î 7 dPx dPy ÀP: + Fext z | L dp. dPy Pa 

de façon que les projections de la force Fest x Fext yr Fest z € 
dépendent pas par hypothèse de la vitesse et donc peuvent être 
sorties de sous le signe d'intégration. Le calcul de chacune des trois 


intégrales s'effectue de façon analogue et il suffit donc d'examiner 
l’une d’entre elles. On a, par exemple, 


+ + + + + 
Jar, (ap. | ape = | ap, À ap, (po fp=-x). 


Le nombre de particules avec une valeur infiniment grande de la 
projection de l’impulsion étant nul, il vient 


Îp,=— Îp,=-0 = 0 
et donc 
Î Four grad, f dQ = 0. 
L'intégrale non calculée 
| — (p/m,) grad, f dQ 
est transformée, en changeant l’ordre de dérivation par rapport aux 


coordonnées et l’ordre d'intégration sur les impulsions, à la forme 
suivante: 


p …. ô P O] Py = 
+ | 1 d0. (72.2) 


Chacune des intégrales ci-dessus se rapporte à un domaine déterminé 
de l’espace, où la concentration est presque constante, de façon que 
pour la fonction de distribution on peut utiliser la formule (71.2). 
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En choisissant d'abord la première d’entre elles, on peut écrire 


jan - | Le ao (Le TP grad, f dO— 
-(Æ tFesegrad fo dQ. (72.3) 


Considérons maintenant successivement les intégrales figurant dans 
le deuxième membre de la dernière égalité. On a 


Ÿ (Palma) fo d2 —0, 


cette intégrale ayant le sens de la moyenne de la composante x de la 
vitesse à l’état d'équilibre décrit par la fonction de distribution f. 
Formellement l'égalité à zéro découle de ce que la fonction intégrée 
est impaire en p.. 

Procédons à la transformation de la deuxième intégrale qui peut 
être mise sous la forme 
5 r PT 
J #2 grad, f 40 = | = Sao + 


Mo Mo 


PxPyT 
mE 


+ | . dQ + Î RP 2e. Jo qQ. (12.4) 
Des trois intégrales du ous membre les deux dernières sont 
nulles, du fait que la fonction intégrée est impaire, par exemple en p.. 
[l nous reste l'intégrale suivante: 
PT Of 
[ << ao. 

Puisque p5/mi = vi et la dépendance avec la coordonnée est exprimée 
en fonction de la concentration #7 dont la fonction est f,, on peut 
écrire 


P£T of ôf, ôn on : 
= ME gr dQ — ju tn dQ = Di, (72.5) 
où 
D, = j ver Je ao = À Î vEtfo dQ. 


La quantité D, porte le nom de coefficient de diffusion. 
Examinons, enfin, la dernière 0: de (72.3): 


Resrrgrad,f do = | 2er, 2 40 + 


MERE do+ (2er. 2 ao. 


Là encore vu que la fonction intégrée est impaire a deux dernières 
intégrales sont nulles. Comme la force ne dépend pas de l’impulsion, 
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il vient 
P ôf … ! pat Of 
ferrse d0=Fau, (25 go. 
Appelons coefficient de dérive la quantité 
CAES "4 PxT Ôfo - 
m= —+À j 2 2h ao, (72.6) 

alors 

_— 

| a Fest x 2h da — — 1 Fext xn. 


En rassemblant les résultats eu on peut écrire pour (72.3) 
ms! dQ = — D, — + NsPext «1. (72.7) 


Pour les deux une intégrales ER dans (72.2) des calculs 
parfaitement identiques conduisent à des expressions analogues, 
à savoir: 


P ’ 
[= de —D, CA NyFext un, 


(72.7°) 
[ # 2 Pi $aQ= D, + mFext an, 
où on a introduit : notation 
D,=2 | 2% f,dQ, D = (a 
(72.8) 
1 ( Pyt Ôfo r_ _1 ( p:r ôf 
W— n | mo ER de, a n \ = mo Er do. 


Comme f, et t ne dépendent que du module de l’impulsion, on établit 
sans peine que 


D;=D,=0D, et Nz = y = Ms 


du fait qu’en changeant les variables d'intégration ces intégrales se 
transforment l’une dans l’autre. Dans ce qui suit le coefficient de 
diffusion sera noté D et le coefficient de dérive n’. 

Ainsi, ne de diffusion peut s'écrire 


CA PR [| - DE + nFext x] 


+[- DT RL nFexty | pr [| - D + nFest .| (72.9) 
ou en he - notations condensées de l’analyse vectorielle 


LL FE [— D gradn+n'nF.,:]. (72.10) 
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Dans le cas du gaz de particules chargées (électrons) sur lesquelles 
agit un champ électrique extérieur E avec la force 


Fest = eE 
(e est la charge de la particule), au lieu du coefficient de dérive n” 
on utilise la notion de coefficient de mobilité. La mobilité n vaut 
n=1'e. 
Pour les électrons la forme d'écriture usuelle de l'équation de diffusion 
est 
—= —div{— D grad nr + nnE]. (72.11) 
Considérons les coefficients D et n figurant dans l'équation de 


diffusion. Si le gaz est non dégénéré, i.e. s’il obéit à la statistique de 
Maxwell, le coefficient de diffusion 


0] k pit n p2/(2mok 
= — —— mms © D 0! T) = 
D | ne Caml} © do 


CL 1 p2morT) gQ = PE) D pe 
= | ne Canne Em = = (VAT) 
ne dépend pas de la concentration. Comme nous l’avons établi plus 
haut, 
(UXT) = (uit) = (Lit), 
donc, en retenant que 
(ur) = ((0 + vi, + ve) T) = (UT) + (LT) + (ET), 
l'expression du coefficient de diffusion peut s’écrire sous la forme 
= Lys 
D= 3 (u3t). 


Dans un gaz électronique non dégénéré la mobilité ne dépend pas 
non plus de la concentration : 


À Pat D p2J{2m0RT) dQ — 
Las | mo Cnmkl)lE px © do = 


= el Pat 1 D -pr2mrT) ; 
_ e[ mo (CrumokT}E ôpz e-P‘/(mkT)qQ, (72.12) 


Après la dérivation de l’exponentielle figurant sous le signe 
somme on obtient l'expression suivante: 


e PET 1 2/09 
= | = —_ _  — e-P=/(2moXT) 
NT | ME Cronkl)e © 7 de. 


En la comparant à (72.12) on voit que 


n=-7 D. (72.13) 
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La relation (72.13) associant le coefficient de diffusion à la mobilité 
des particules régies par la statistique classique porte le nom d'équation 
d'Einstein. 

Pour les particules qui obéissent à la statistique quantique les 
équations écrites ci-dessus ne sont pas valables et la notion même 
des coefficients de diffusion et de mobilité perd son sens. Explicitons 
cette affirmation sur l'exemple d’un gaz de fermions fortement 
dégénéré. 

Dans le cas d’une forte dégénérescence, d’après le $ 64. la fonction 
4le distribution est de la forme (cf. fig. 10.1) 


: 
’ -{ TANT Pour e< 1, 
- 


(72.14) 
0 pour e>n, 
où le niveau de Fermi y est défini par l'équation (64.4) 
u = n°3 (5n°h$)2/3/(2m,). (72.15) 


Ainsi, pour le coefficient de diffusion on peut écrire 


d (] 
D=+ (ao À | vtt, 40. 


‘Si on utilise la condition (vit) =+ (&w?t), il vient 


D=+ __ vatf4np? dp, 


où l'on a tenu compte que pour la fonction intégrée qui dépend du 
module de l’impulsion dQ = 4np* dp. 
Il est raisonnable de passer à l’intégrale sur les énergies. Etant 
«lonné que 
p? moL® 


ES on à 


compte tenu de la forme spécifique de la fonction de distribution 
(72.14) on obtient pour le coefficient de diffusion l'expression 
suivante : 
u ‘ 
119 | 2, 312,12 : 
DES | me —— bn V2 mil'et/? de. (72.16) 
Comme nous le montrons au chapitre 13, le temps de relaxation est 
en général une fonction puissance de l'énergie de l’électron 


T = ag’, (72.17) 
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où a et r sont des constantes. En portant (72.17) dans (72.16) le 
calcul de l'intégrale est rendu bien simple: 


_ V2 V mo . p*5/ _ 
DE (Le à r +512 ) . (72.18) 


Puisque le niveau de Fermi dépend de la concentration, il vient 


2 12V2Vm en) 2e 2V2Vm 


TH Bus Tr5/2/) ôn 3 


En y portant u de (72.15) on trouve que la dépendance du coefficient 
de diffusion avec la concentration est donnée par la formule 


D=Cn2vr+113, 


où C est une constante qui vaut 


. 


QTs 
aurt3/2 ee 


c 2 V2 Vm a Br) 22521 a 
EE 3 2m 9 LS Vmñ 


Au lieu de parler du coefficient de diffusion dépendant de la con- 
centration, il est préférable de ne pas introduire cette notion, en 
considérant simplement l'équation de transfert non linéaire, de 
même qu’en électrotechnique lorsque la résistance du circuit dépend 
du courant, il vaut mieux parler non pas de la résistance mais de la 
caractéristique tension-courant non linéaire. 

D'une façon analogue, dans le cas d’une forte dégénérescence on 
trouve pour la mobilité après l'intégration par parties (en tenant 


compte que pour p, = ©, px = —00 la fonction de distribution’ 
s'annule) 
LE À Pat fo. ver % 9 Pxt — 
NT . mo pe Un \ fo 3e (EE } ae 
ot P% e 2e 
L(L(E++ dE me) dei (+ 3m Te) de. 


Si on utilise l'approximation (72.14) et passe à l'intégrale sur l’éner- 
gie, il vient 


T , 2 07 1 | 4x (2m)? 1j 
( 3 +) ns € /°de 
et après y avoir porté (72.17)- on obtient 
1 . 2 \ 47mG@m)t pre 

(t+ Sr) ous pr = 
V2Vm 


airs 


22 r+3/2, 
n 3 4 
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La comparaison de cette expression avec celle du coefficient de 
diffusion montre que la relation d'Einstein n’est pas vérifiée et 
qu'on a l'égalité 
n=— 3 eD 
2 pu ? 


i.e. le quotient du coefficient de diffusion par la mobilité dépend 
de la concentration (par l'intermédiaire de u). Puisqu'il s'avère que 
la mobilité dépend de la concentration, il vaut mieux évidemment 
de ne pas introduire une telle caractéristique pour un gaz fortement 
dégénéré. 

L'équation de diffusion (72.11) à température constante détermine 
la concentration des particules en divers points de l’espace; toute- 
fois, pour obtenir une solution unique il faut compléter cette équation 
par les conditions aux limites et initiales, i.e. indiquer les valeurs de 
la concentration à la frontière du domaine dans lequel elle est déter- 
minée, ainsi que ses valeurs à l'instant initial. 


$ 73. Fonction de distribution dans l’approximation de diffusion 


Supposons qu’en résolvant l’équation de diffusion nous avons 
réussi à établir la concentration en fonction des coordonnées; on 
peut alors obtenir l'expression définitive de la fonction de distribution 
hors d'équilibre. Examinons de plus près le cas classique lorsque f, 
est la fonction de distribution maxwellienne: 


Lo pe © Pme, (73.1) 
D'après (71.2) on a 
f=f—s grad, fo — TFext grad }'fo- (13.2) 
Puisque 
Ho, 1"  _ p-p2m08T) ( — 2) sexe, 
dPx (rmokT)/? mokT moñT ? 
il vient 
_ pf 
et donc 
F ë 
TFext grad } fo — TS fo. (73.3) 
Ensuite, 


grad, fo = 2b grad, n. 
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(73.1) permettant de tirer 


dfo. __ fo - 
Fra —= A? (13.4) 
il vient 
— LES  grad, fo = Je, © = (P grad, n). (13.5) 


Ainsi, la rt de distribution hors d'équilibre classique vérifie 
dans l'approzimation de 2. l'expression suivante: 


f=fo— 


où f, est la fonction de distribution de Maxwell. 

Utilisons la formule (73.6) pour calculer la densité du flux des 
particules. En vertu de la formule (21.9), la densité du flux est déter- 
minée par l'égalité 


Fe 
HE pgrad,n+ ref, (73.6) 


in 


i= Î np -E- de. 


Etant donné que par définition de la fonction de distribution 
Î = LATE 


il vient 
ie | (p/ms) f de. (73.7) 


Dans le cas de l'équilibre la densité du flux s'annulait du fait que 
l'expression sous le signe d’intégration était une fonction impaire 
des composantes de l’impulsion (f, est une fonction paire de p, 
Py Pz). Dans le cas hors d'équilibre il n’en est déjà plus ainsi et 
la densité du flux est différente de zéro. 
Si dans (73.7) on porte l'expression de la fonction de distribution 
d’après (73.6) on obtient 
T 


Æ Î + j, d4Q — | nr (pgrad n) dQ — 


mo 
(= moÂT he (+ Fist) d@?. 


La première intégrale est nulle car la fonction intégrée est impaire. 
Dans deux intégrales restantes il convient d’écrire le produit des 
vecteurs sous la forme du produit de leurs projections sur les axes de 
coordonnées, de rejeter les termes de la fonction intégrée impaires 
par rapport aux composantes de l'impulsion et de faire sortir de sous 
le signe somme les fonctions des coordonnées. Ces transformations 
sont analogues à celles qui ont été examinées en détail lors de la 
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déduction de l'équation de diffusion. Après ces opérations on obtient 
pour le flux 


j=— [2 fodOgradn+ | Pt OF. 


3nms 3nmkT 
En utilisant la définition du coefficient de diffusion et de la mobilité, 
on peut écrire 
j = —D grad n + nF,,rn. (73.8) 


(73.8) montre que dans l’approximation de diffusion le flux des 
particules est déterminé par deux phénomènes cinétiques (la tempé- 
rature est constante) : la diffusion à laquelle correspond le flux 
in = —D grad n, 
qui dépend du gradient de concentration et la dérive avec le flux 
Ïn = nFext n, 


proportionnel à la force appliquée. 

La comparaison de l'équation de diffusion avec l'équation de 
continuité (67.6) montre que l'équation de diffusion admet l'inter- 
prétation physique suivante: la variation du 10 nbre de particules en 
une unité de volume par unité de temps est égale à l'excès du flux entrant 
par rapport au flux sortant, le flux étant constitué par deux composan- 
tes, celle de dérive et celle de diffusion. 

Si au gaz de particules chargées on applique un champ électrique 
E, il apparaît un flux de dérive 


in = n'reE. 
ou, si on utilise la définition de la mobilité, 
hn = 12E. 


Pour la densité du courant associé au mouvement des particules 
chargées, on peut écrire 


i — ej = —eD grad n + ennE. (73.9) 
La densité du courant de diffusion 
in = —eD gradn 
et la densité du courant de dérive 
in = en2E. 


Lorsque le milieu est homogène et la concentration est constante, 
le courant de diffusion est nul. La densité de courant n'est déterminée 
que par la dérive et est proportionnelle à l'intensité du champ 
électrique : 

i = ennE. 
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Cette dernière écriture n'est rien d'autre que la loi d'Ohm sous une 
forme différentielle qui s'écrit généralement 


i = 0E, 


où © est la conductivité. On voit que la conductivité se calcule à 
l'aide de la mobilité par la relation 


Oo —= enr. (73.10) 


$ 74. Equations principales de l'’approximation de diffusion 


L'une des tâches principales dans l'étude des états hors d'équilibre. 
est le calcul de l’intensité du courant qui apparaît dans le système. 
A cet effet il faut connaître la fonction de distribution. Cependant, 
dans l’approximation de diffusion la fonction de distribution clas- 
sique de l’état hors d’équilibre est déterminée par la relation générale. 
(73.6) qui permet d’exprimer la densité de courant en fonction de la 
concentration des particules chargées et de l’intensité du champ élec- 
trique. On suppose dans ces conditions que le coefficient de diffusion 
et la mobilité sont connus. Ils peuvent s'établir expérimentalement 
ou se calculer théoriquement; pour le calcul théorique, comme le 
montrent les formules (72.12), (72.13). il suffit de connaître la fonction 
de distribution à l'équilibre local /,. : 

Ainsi, dans l’approximation de diffusion il n'est pas nécessaire 
pour le calcul des courants de s'adresser chaque fois à la fonction de 
distribution, il faut seulement connaître le coefficient de diffusion 
et la mobilité. ainsi que la concentration en fonction des coordonnées 
et du temps. Cette dernière se calcule en résolvant l'équation de 
diffusion (72.11), ce qui fait que celle-ci est l'équation principale 
de l’approximation de diffusion. Il faut toutefois tenir compte de ce 
qu'elle présente la particularité importante de contenir l'intensité 
du champ électrique E. Le champ électrique est déterminé d’une 
part par les sources extérieures, mais d'autre part, il dépend de la 
distribution des particules chargées qui apportent leur contribution 
au champ électrique. Comme nous l'avons établi au $ 28, le calcul 
de E peut se faire par la méthode du champ self-consistant, qui donne 
l'équation suivante (cf. (28.2), (28.4)): 


Vip == (nn) (74.1) 
ou 
divE = — (nn). 
0 


Ici nr est la concentration des particules chargées négativement 
(électrons) et r, la concentration des particules chargées positive- 
ment. On admet que la concentration des particules chargées positive- 
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ment est connue. S’il n’en est pas ainsi pour déterminer pr, il faut 
encore faire appel à une équation de diffusion écrite pour la concen- 
tration des particules positives. 

Ainsi, dans l'approximation de diffusion la résolution de la plupart 
des problèmes se ramène à résoudre le système d'équations principales 
pour cette méthode et, notamment, des équations de diffusion avec 
l'équation du champ self-consistant (74.1). Du point de vue mathé- 
matique, ce système non linéaire est assez compliqué (dans l’équation 
de diffusion figure un terme contenant le produit de deux inconnues: 
l'intensité du champ électrique E et la concentration des particules n). 


Problèmes du chapitre 12 


1. Montrer que dans OM pH de diffusion l'énergie moyenne d'une 
garticule est la même qu’à l'état d'équilibre. à 
Solution. L'énergie moyenne se calcule d’après la formule 


Un 
(e)= n \ 2mo f4Q, 


où pour f il faut utiliser l'expression (71.2). Comme les deux derniers termes 
de (71.2) sont des fonctions impaires de p,, p,. p., et l'énergie est leur fonction 
æaire, leur contribution sera nulle. Ainsi, 


@=+ (Era, 


2m 


<e qu'il fallait démontrer. 

2. Ecrire l'équation de diffusion et l'équation du champ self-consistant 
pour le cas où toutes les QUATIIES ne dépendent que d'une seule coordonnée z 
{problème unidimensionnel) 

Solution. L'équation du champ self-consistant est de la forme 

dE 


> e 
PES (n— ni). 


Pour l'équation de diffusion, on obtient 
ôn 


: on 
D —div(—D grad n—1nEn) =D ze tNEn. 


CHAPITRE 13 
COLLISIONS 


$ 75. Prise en compte de l'interaction par collisions 


Dans les chapitres précédents on a utilisé dans l'équation de 
Boltzmann pour le terme qui rend compte de l'interaction des parti- 
cules envisagées avec d’autres particules en équilibre, la forme 
contenant le temps de relaxation non justifiée de façon rigoureuse. 
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L'objectif du présent chapitre est de donner une étude plus consé- 
quente de cette interaction et, en particulier, d’élucider les conditions 
qui autorisent l’utilisation de la notion du temps de relaxation, et 
de calculer sa valeur. Pour fixer les idées, envisageons les électrons 
en interaction avec d’autres particules (molécules neutres, ions 
chargés. etc.) constituant le thermostat. 

Puisque nous considérons la théorie des états hors d'équilibre 
pour les systèmes représentant des milieux assez raréfiés, l'interaction 
avec le thermostat doit être interprétée comme collisions consécutives 
des électrons avec d’autres particules. Il est très peu probable que dans 
un milieu très raréfié un électron percute simultanément plusieurs 
autres particules. La grande majorité des collisions ont un caractère 
pair, i.e. un électron n'entre en interaction qu'avec une seule particule 
près de laquelle il se trouve à un instant donné, toutes les autres 
particules se trouvant à cet instant si loin que leur influence peut être 
négligée. Dans les milieux condensés cette hypothèse est compro- 
mise. 

La collision d'un électron avec une autre particule change la 
valeur et la direction de sa vitesse. La description de ce phénomène 
est un problème de mécanique que nous examinerons dans ce para- 
graphe plus en détail. Pour abréger appelons molécule la particule 
percutée par l’électron et attribuons l'indice 2 à toutes les grandeurs 
qui se rapportent à cette particule, à la différence de celles qui 
caractérisent l’électron et auxquelles nous attribuons l'indice 1. 

Considérons d’abord certaines propriétés générales du processus 
de collision. Les équations classiques du mouvement des deux parti- 
cules en interaction peuvent s'écrire 


Mal = Fans More = Fis (75.1) 


Ces équations traduisant la deuxième loi de Newton ne rendent pas 
compte des forces extérieures qui sont très faibles devant la force 
d'interaction F,, — —F., due à la collision. Lors de l'interaction le 
système électron-molécule peut être considéré comme fermé. Rappe- 
lons que les forces extérieures qui jouent un rôle important dans les 
intervalles entre les collisions sont prises en compte dans l'équation 
de Boltzmann par un terme spécial. 

L'étude de la collision devient bien plus simple, si on introduit 
de nouvelles variables et, notamment le rayon vecteur du centre 
de masse du système de deux particules 


ra — (mari + More)/(m + me) (15.2) 
et le rayon vecteur du mouvement relatif 
Lo = F1 — To. (75.3) 


15—01488 
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En effet. la mécanique nous enseigne que le centre de masse d’un 
système fermé se déplace à vitesse constante de façon que le processus 
de collision n'intervient pas dans ce mouvement. D'autre part. si on 
multiplie la première équation de (75.1) par m, et la deuxième par 
m, et retranche la deuxième de la première, on obtient 


MaMe (fn — re) = MFo — More = (Mi + me) Fa 


En divisant les deux membres de cette égalité par m, + m,. et en 
utilisant (75.3), on trouve 

ne rr= Foy (75.4) 
Si on admet que la force F., avec laquelle la deuxième particule agit 
sur la première, est centrale, i.e. dépend du rayon vecteur r, qui 
réunit la deuxième particule 
à la première, il s'avère que 
le mouvement relatif se pro- 
duit comme si la particule de 
certaine masse efficace 


m* = mimal(m + m2) 
(75.5) 
se déplace par rapport à un 
centre fixe qui agit sur elle 
avec la force F.,. Le problème 
se réduit au problème de la 
diffusion sur un centre fixe, 
i.e. devient bien plus simple. 
Lorsqu'on connaît les r, et r,; les rayons vecteurs initiaux r,etr, 
sont donnés par les formules 


Fig. 13.1 


Ma _ Mali More Ma (rire) 


re + + : ="Fr 
S'omitme © MT Ma M1T Me cé (75.6) 
; mi _ mit More mini) É : 
PP: 
Mi+ me MT Me Mit ma 


Considérons maintenant la diffusion d’une particule sur un centre 
fixe. Sur la figure 13.1 la particule de masse efficace et d’impulsion p 
est rejetée par la collision sous un angle 6 par rapport à la direction 
du mouvement initial. Bornons-nous seulement aux collisions 
élastiques, lorsque l’énergie cinétique totale des particules en interac- 
tion avant et après la collision est la même. Puisque le centre de 
diffusion est fixe, la loi de la conservation de l'énergie entraîne que 
la valeur de l'impulsion de la particule efficace après la collision est 
égale à sa valeur avant la collision, il n’y a que la direction du mouve- 
ment qui change. L'angle de déviation 6 dépend de la valeur de 
l'impulsion, ainsi que du paramètre p qui porte le nom de paramètre 
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de choc et qui est égal à la distance entre la direction initiale du 
mouvement et la droite parallèle à cette direction et passant par le 
centre de diffusion (fig. 13.1). 

Ilustrons la relation entre l'angle de diffusion 8 et le paramètre 
de choc sur un exemple simple de l'interaction d'une particule ponc- 
tuelle avec une sphère élastique de rayon à,. La figure 13.1 montre 
que l'angle d'incidence f de la particule égal à l’angle de réflexion f" 
est lié au paramètre de choc par la relation a, sin B — p. Puisque 
la même figure entraîne que 8 + 26 = x, il vient 


2) = ap cos +. (75.1) 


p=asin f=asin ( = 

Ainsi, la valeur de l'angle de déviation dépend du paramètre de choc p. 

Naturellement, pour une autre loi de l'interaction cette relation 
p = p (8) sera différente. 

Si le paramètre de choc varie de dp, 

l'angle de diffusion variera de d6 et 

on obtient facilement par dérivation 


dp= 0 go. 


Ainsi, dans le cas de la diffusion par 
une sphère, on obtient 


dp=—"#% sin 48. (75.8) 


Dans un gaz une molécule donnée 
peut diffuser n'importe quel électron 
qui entre en collision avec cette Fig. 13.2 
molécule. Extrayons en pensée seule- 
ment ceux des électrons dont les valeurs et les directions de 
l'impulsion sont les mêmes (plus précisément, l'impulsion appartient 
à un intervalle des valeurs infiniment petit auquel correspond le 
volume dQ, dans l’espace des impulsions). Ces électrons passent à 
des distances différentes de la molécule, et c'est pourquoi pour les 
particules efficaces les paramètres de choc peuvent être quelconques. 
Une partie des électrons passera sans s’écarter pratiquement de la 
direction initiale, alors qu'une autre partie sera déviée d'un angle 
déterminé. Pour ce qui suit il importe de trouver la part des électrons 
déviés dans une direction déterminée. 

La figure 13.2 admet que le plan du dessin est perpendiculaire 
à la direction du mouvement. L’axe des z passe par le centre de 
diffusion dans le sens du mouvement. Toutes les particules efficaces 
qui ont passé par l'anneau représenté sur la figure ont un paramètre 
de choc qui est supérieur à p, mais inférieur à p  dp et donc, après 
la collision la direction de leur mouvement se trouve dans l'intervalle 


15* 
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des angles de 8 à 0 + d6 par rapport à l'axe des :. Bornons-nous 
seulement aux particules qui passent par l'aire hachurée sur le 
dessin et qui correspond aux angles compris entre q et @ + d. Au 
cours de la collision l’électron se déplace dans un seul plan, i.e. 
l'angle q ne change pas. Ainsi, les particules qui ont passé par l'aire 
hachurée sur la figure 13.2 et qui est égale à 

ds, = p dp de, (75.9) 


sont déviées dans l'angle solide dw caractérisé par les angles 6 à 
6 — d6 par rapport à l'axe des z parallèle à la direction du mouve- 
ment de la particule incidente, et @ à q + dœ dans le plan xy. La 
valeur de cet angle solide est égale à 


dw = sin 6 d6 d. 


L'aire ds, s'appelle section efficace différentielle de diffusion dans 
l'angle solide dw. 
Si (75.7) et (75.8) sont portés dans (75.9) on obtient pour la 
diffusion sur une sphère élastique 
.. 8 6 1 ee 2 
ds = —agsin cos - -- dôdç — — sin 6 d6 dg. (75.10) 
Supposons que les particules d'impulsion déterminée se déplacent 
suivant l'axe des z et leur flux est égal à j; alors, le nombre dW 
de particules déviées dans l'angle solide dw en un temps dt coïncide 
avec le nombre de particules qui ont traversé en un même temps 
l'aire ds, et donc 
d\; = j ds, dt. (75.11) 
Le nombre de particules N qui ont subi la déviation d’un angle 
arbitraire s'obtient par intégration de (75.11) sur tous les angles 


possibles (sur , de 0 à 2x, et sur 6, de x dans le cas du choc frontal 
à O lorsque la particule passe outre): 


N= fan= Î jdsodt = j dt | dss. 


La grandeur 
si= | ds (75.12) 


s'appelle section efficace totale de diffusion. Dans le cas de la diffusion 
sur une sphère (75.10) et (75.12) entraînent que 
2x 0 
We 2 
s— Î dy | d6(—È) sin0= noi. (15.13) 
0 x 


Ce résultat a un sens géométrique évident, du fait que s, coïncide 
avec l'aire de la particule diffusante vue de côté de la particule per- 
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cutante. Comme on le verra par la suite, il est plus commode de pren- 
dre pour section efficace totale de la diffusion la grandeur définie 
de la façon suivante: 


Ê 


= \ (1 — cos 8) ds. (75.14) 


Pour le cas simple de diffusion sur une sphère élastique la section so 
est égale à la section s, du fait que 
2m 0 : 
| cos 8 ds, == \ dp \ (—-<) sin 8 cos 6 d8 — 0. 
L] P13 


Le mouvement mutuel de l’électron et de la molécule pos- 
sède une propriété importante qui peut être explicitée par la figu- 
re 13.3. Celle-ci visualise 
la trajectoire du mouve- 
ment relatif. La valeur 
de la vitesse (de l'impul- 
sion) est la même au début LP 
et à la fin du mouvement. 
Considérons la trajectoire 
représentée sur la figu- 
re 13.3 par le pointillé. ? né 
Elle correspond au mouve- : 
ment de la particule obtenu F4 / 
à partir du mouvement 
précédent par la rotation / 
de 180° autour de l’axe fx 
désigné par un trait inter- | 
rompu mixte. L'axe est Fig. 13.3 
mené par le centre de dif- 
fusion de façon qu'il repose dans le plan de la trajectoire et que 
les extrémités de cette dernière sont inclinées de la mème 
façon par rapport à l'axe. Avec un caractère central des forces d’in- 
teraction il découle des considérations de symétrie que la trajectoire 
en pointillé correspond également au mouvement possible. On voit 
également que la vitesse initiale du deuxième mouvement coïncide 
en direction et en module avec la vitesse finale du premier, et au 
contraire, sa vitesse finale coïncide avec la vitesse initiale du premier. 
Les mêmes considérations de symétrie rendent également clair que 
la section de diffusion différentielle est la même pour le premier et 
le deuxième mouvement. 

Plaçons-nous maintenant au cas du mouvement absolu. Après 
la dérivation par rapport au temps on tire de (75.6) 


Mr re . Re is 
Vs + Mme Vr Vis Vs mm Yr Vos (15.15) 


EE Te 
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où v, est la vitesse du mouvement du centre de masse, qui est in- 
variable en valeur et en direction, v, la vitesse du mouvement relatif 
examinée ci-dessus, v, et v, sont les vitesses du mouvement absolu. 
Si la valeur initiale v, dans le premier mouvement est égale à la 
valeur finale de cette vitesse dans le deuxième mouvement, on tire 
de (75.15) que pour la même vitesse du mouvement du centre de masse 
les vitesses initiales v,et v. du premier sont égales aux vitesses 
finales v; et v; du deuxième, puisque ces dernières sont définies 
par les relations 


Me , , mi , , CL] 
v ———_—_—_—— Vr=V;,; Vs Vr— V, 15.16 
+ mitme ! 2 S mitms ! d ( ) 


analogues à (75.15). 


$ 76. Terme des collisions sous la forme de Boltzmann 


Boltzmann a obtenu une expression pour le terme tenant compte 
de l'interaction entre les particules, qui est vraie dans l’approximation 
des collisions binaires. La déduction s'appuie sur la description du 
processus de collision donnée dans le paragraphe précédent; ce qui 
importe ici, c'est qu’elle tient encore compte du caractère statistique, 
i.e: aléatoire, du phénomène. 

Extrayons un élément de volume dt sensiblement supérieur à la 
distance moyenne entre les particules, mais, par contre, si petit que 
la fonction de distribution des électrons et des molécules dans ce 
volume ne dépend pratiquement pas des coordonnées. Considérons 
les électrons et les molécules dont les impulsions sont respectivement 
égales à p, et p, ou, plus précisément, appartiennent aux éléments 
du volume des impulsions dQ, et d@.,. Introduisons provisoirement 
un système de coordonnées mobile par rapport au laboratoire et dont 
l'origine se trouve au centre de masse d'un couple arbitraire de 
l'électron et de la molécule en collision. Les vitesses des électrons 
envisagés, tout comme celles des molécules, étant égales, dans le 
nouveau système de coordonnées les centres de masse des couples en 
collision sont fixes. Ces centres, tout comme les couples eux-mêmes, 
sont répartis uniformément dans l'élément d'espace dr. 

Choisissons l'intervalle de temps dt assez petit pour qu'on puisse 
négliger la variation du nombre de particules dans dt sous l'effet 
des collisions, mais sensiblement supérieur à la durée de la collision 
elle-même, et calculons la probabilité pour qu'une particule efficace 
d'un couple arbitraire dévie dans l’angle solide dw. La grandeur 
cherchée est en même temps la probabilité pour la particule efficace 
se trouvant dans dt de passer en un temps dt par l’aire ds, qui corres- 
pond à la diffusion dans dw ou, autrement dit, la probabilité pour 
que la particule efficace se trouve dans un corps cylindrique (fig. 13.4) 
de hauteur v, dt s'appuyant sur l’aire ds,. De cette façon la proba- 
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bilité est égale au rapport du volume d'un corps cylindrique ds,v, dt 
à l'élément de volume dr. 

Le nombre moyen de particules efficaces dW diffusées dans do 
peut se calculer en multipliant la probabilité obtenue par le nombre de 
couples dans dt. Si », est la concentration des électrons et n, celle 
des molécules, le nombre de couples dans dt est égal au nombre 
d'électrons n, dt multiplié par le nombre de molécules n, dt. Ainsi, 
pour dW on obtient 


dW = (v, ds, dt'dt) n, dir, dt = ninauy ds, dé dt. 


Etant donné qu'on considère les électrons d'impulsions apparte- 
nant à dQ@, et les molécules d'impulsions appartenant à dQ., 
il vient : 


m=fh\ dQ, ne = fs dQs, = 
de surte que 
AN = fife | vi — ve | ds dQ, dQ, dt dr, RE 
(76.1) v,di 


où on a tenu compte que 


Vr = Vi — Ve = (P1/mu) — (p+/m2) PER 

est la vitesse relative du mouvement de l'électron et de la molécule. 
Si dans (76.1) f,, f, et la vitesse relative sont considérées comme 
fonctions des impulsions p, et p. des électrons et des molécules 
dans le système de coordonnées de laboratoire initial, dans la section 
de diffusion efficace différentielle les angles 8 et y, ainsi que la vitesse 
relative doivent être exprimés en fonction des paramètres caractéris- 
tiques de ces impulsions. La relation entre les vitesses a été obtenue 
au paragraphe précédent (cf. (75.15)). 

On trouve aisément la liaison entre l'impulsion de l'électron p, 
et de la molécule p,. d'une part et l'impulsion du centre de masse 
Ps = Ys (ma + m2) et l'impulsion de la particule efficace p, — 
= m*v,, d'autre part. En effet, si on multiplie la première équation 
du système (75.15) par m, et la deuxième par m», il vient 
Ps (6.2) 


=mivi=m 
Pi 171 1 _— 
Ps 


or 


— Pr. 


A l'aide de ces relations l'expression (76.1) peut être représentée à 
l'aide des variables décrivant le mouvement du centre de masse et 
de la particule efficace : 


AN = fifa, dso dQ, dO, dt dr, (76.3) 
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où dQ, et dQ, sont les éléments de volume dans l’espace des impul- 
sions des particules efficaces et des centres de masse. On montre sans 
peine (voir l'Annexe 4) qu'on a l'égalité 


dQ, dQ, = dQ, dQ,. (76.4) 


Elle a été utilisée pour l'écriture de (76.3). où l’on admet également 
que /, et f. sont représentées à l’aide des équations (76.2) comme 
fonctions de p, et p.. 

Après la collision les impulsions de l'électron et de la molécule 
varient et deviennent égales à p; et p;, l'impulsion du centre de 
masse restant invariable: p; = p, (loi de la conservation de l’impul- 
sion), tandis que l’impul- 
sion de la particule efficace 
ne varie qu'en direction, 
de façon que p; = p,. Si 
la collection des impulsions 
initiales était telle que 
l'intervalle des impulsions 
des centres de masse soit 
égal à dQ,, alors, puisque 
chaque impulsion p, reste 
invariable, l'intervalle dQX 
reste également invariable, 
de sorteque dQX — d£2.. 

Les raisonnements qui 
suivent montrent également 


Fig. 13.5 que 
dQ! = dQ,. (76.5) 


En effet, bien que le vecteur p, ne soit pas égal à p; (sa direction 
a changé), s’il varie de dp,, alors, après la collision l'impulsion 
variera de la même valeur sous la condition que le paramètre de choc 
reste le même. Il est le plus simple de s’en assurer à l’aide de la 
figure 13.5 qui visualise les impulsions avant et après la collision. 
Changeons la direction de l’impulsion initiale dans un intervalle des 
angles déterminé. En tenant compte de la symétrie centrale du 
potentiel d'interaction, on peut obtenir le même résultat en laissant 
inchangé le vecteur initial et en tournant seulement le système de 
coordonnées initial dans le même intervalle des angles solides. 11 est 
clair que du point de vue des forces agissant lors de la diffusion, rien 
ne change pour de telles rotations et la valeur finale de l'impulsion 
reste donc invariable. Or, si on admet que ce n’est pas le système de 
coordonnées qui tourne, mais le vecteur impulsion initial, cela 
signifie qu'après la collision l'impulsion tourne strictement de 
mêmes angles, de sorte que ses variations sont égales à celles de 
l'impulsion initiale. Ainsi, dp, = dp;, et de là on tire (76.5). 
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Il s'avère donc que 
dQ, dQ, — dQ; dQ,;. (76.6) 


Comme après la collision les impulsions sont liées entre elles par 
les mêmes équations (76.2) qu'avant la collision, on peut écrire de 
façon tout à fait analogue à (76.4) 


dQ; dQ, = dQ; dQ:. 
En comparant cette égalité avec (76.6), on voit que 
dQ, dQ, = dQ, dQ,, (76.7) 


i.e. le produit des volumes des impulsions des électrons et des molé- 
cules avant la collision est égal au produit correspondant des volumes 
des impulsions après la collision. 

L'expression (76.3) donne le nombre d'électrons d'impulsion p, 
qui, sous l'effet de la collision avec les molécules possédant l'impul- 
sion p., ont acquis l'impulsion p;, i.e. en un temps dt dans l'élément 
de volume dr le nombre d'électrons d’impulsion p, a diminué de 
d, et le nombre d'électrons d'impulsion p; a augmenté de la même 
valeur. Toutefois, pour tenir compte de la variation totale du nombre 
d'électrons considérés, il faut prendre en compte qu’en vertu de la 
propriété de réciprocité mentionnée au paragraphe précédent. les 
électrons d'impulsion p; percutant les molécules d'impulsion p, 
acquièrent après la collision respectivement les impulsions p, et p2. 
Ces transitions jouent un rôle opposé par rapport aux transitions 
précédentes. Leur nombre dW’ peut se calculer d’après la mème 
formule (76.1), où il faut évidemment remplacer toutes les variables. 
non accentuées par les variables accentuées: 


aN' = f{f} dQ! dOivi ds! dx dt, 


Ainsi, le nombre total de transitions dans lesquelles la diminution 
du nombre d'électrons d’impulsion p, et de molécules d'impulsion p. 
s'accompagne de l’augmentation correspondante du nombre d'élec- 
trons d’impulsion p; et de molécules d’impulsion p, est égal à d\ — 
— d\WV’. En tenant compte de l'égalité (76.7), ainsi que du fait que 
les vitesses relatives avant et après la collision sont égales et que 
pour le même paramètre de choc les sections différentielles efficaces 
sont les mêmes, on obtient 


AN — dN° = (fhifs — j:f,) dO, dOw, ds) dr dt. (76.8) 


Pour l'équation de Boltzmann relative aux électrons. c'est l'ex- 
pression qui détermine la diminution du nombre d'électrons d'impul- 
sion p, qui présente de l’intérêt. Il est alors indifférent quelles sont 
exactement les molécules qui entrent en collision. ainsi que quel est. 
l’état final des électrons. Autrement dit, l'égalité (76.8) doit ètre 
intégrée sur toutes les valeurs possibles des impulsions des molécules, 
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ainsi que sur tous les états finaux des électrons compatibles avec les 
états initiaux. Cela signifie qu'il faut intégrer cette expression sur 
tous les angles de diffusion possibles. Dans l'équation de Boltzmann 
la variation du nombre d'électrons est calculée pour le volume de 
phase unitaire des électrons initiaux dQ, dt et pour l'intervalle de 
temps unitaire df. de façon que 


? à 7 = 
(he — Sife— fit) iv val ds de. (76.9) 
L'expression (16.9) est le terme de Boltzmann qui tient compte de 
l'interaction dans l'approximation des collisions binaires. L'équation 
de Boltzmann complète doit s'écrire sous la forme 


à 
di 2 —P_ grad, f,— Fou Brad, fi — 


— (hf RH) vi vel do dR,, (76.10) 


où l'on suppose que la fonction de distribution des molécules f: 
st connue. 

Si le système se trouve en équilibre, les collisions ne changent pas 
l'état d'équilibre et le terme des collisions s’annule. En effet, en 
substituant à f, et f. les fonctions de distribution d'équilibre de 
Maxiwell-Boltzmann (29.6), on trouve 


flo ff = Care lens (HP Em DUETIC, Lena (+ PS Cm ART 
—Crie” Len: + Gm HUE Ce lenz (e)+ ea UT) 
= CriCne" En (0 +P4/C2m ten (+ p3/C2m ET) 


—e"{natn+pit/(2m ten (+ pi2/(2m IAE) : 


La différence de deux exponentielles figurant entre parenthèses est 
nulle, puisque les énergies totales sont égales avant et après la 
collision. L'annulation de l'intégrand dans le terme des collisions 
traduit le principe du bilan détaillé d'après lequel les transitions 
directes doivent être compensées en équilibre par des transitions 
inverses. 

Pour déduire (76.9) les électrons étaient considérés sous l'optique 
classique. i.e. le gaz électronique était considéré comme non dégénéré. 
Si la concentration des électrons est élevée et il. faut tenir compte du 
principe d'indiscernabilité et du principe de Pauli, le résultat est 
quelque peu différent. En calculant la probabilité de la diffusion 
d'une particule efficace dans l'angle solide, il faut retenir que les 
états finaux en lesquels aboutit la transition doivent être libres, 
i.e. la probabilité de la déviation dans l'angle solide dw doit être 
multipliée par la probabilité pour l’état final d’être libre. Cette der- 
aière probabilité est égale à 1 — W, où W est la probabilité pour 
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l'état d'être occupé. Le nombre possible de fermions à l'état final 
étant nul ou égal à l'unité, le nombre moyen de particules est défini 
par la formule 


{n)=1-W+0.(1—W) = W, 
de sorte que 
1—W —=1—{n). 
(70.2) et (61.4) permettent de tirer 
TL —{n) = 1 — (27%) for. 


Une relation analogue se présente dans le cas l.ors d'équilibre, à 
condition de remplacer la fonction de distribution à l'équilibre par 
la fonction hors d'équilibre: 


1 —{n) = 1— (2nhP f. 


Ainsi, l'expression (76.1) comporte un facteur complémentaire, 
alors que le terme des collisions se met sous la forme 


(a — À it ah) AI fe fi 11 — nt HI A3 x 
X [Vi — vol dsodQ. (76.11) 


On montre sans peine (cf. le problème au présent chapitre) que la 
condition d'annulation de l’intégrand dans (76.11) entraîne l'égalité 
de la fonction de distribution à l'équilibre des électrons à la fonction 
de Fermi-Dirac. 


$ 77. Approximation du temps de relaxation 


Pour justifier la forme du terme tenant compte des collisions 
utilisée précédemment, il faut établir sous quelles conditions l'expres- 
sion de Boltzmann (76.9) peut s'écrire sous la forme 
of fi— fo = 
(SE Jen = MÈRE HE (95.1) 
Il s'avère qu’il convient de se borner aux collisions élastiques (ou 
quasi élastiques) pour lesquelles l'énergie cinétique des particules 
avant la collision est égale à leur énergie cinétique après la collision. 
Bien que les collisions de ce type jouent le plus souvent un rôle 
dominant, il arrive que des collisions inélastiques présentent aussi 
de l'intérêt, par exemple, lorsqu'elles déterminent l'excitation des 
molécules qui provoque leur luminescence ultérieure (lasers, sources 
de lumière à décharge gazeuse, etc.). Il importe de tenir également 
compte que la masse d'une molécule est à peu près de quatre ordres 
supérieure à celle de l’électron. Ceci fait que les vitesses des molécules 
sont sensiblement inférieures à celles des électrons; à l’état d'équi- 
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libre la vitesse quadratique moyenne est définie par l'égalité (cf. $ 19} 
Uqm = 1,73 VET'm,, 


qui montre que la masse des molécules étant grande, leurs vitesses 
sont de deux ordres plus petites que celles des électrons. 

On peut admettre en première approximation que dans les colli. 
sions les molécules sont fixes et possèdent une masse infinie. Pendant 
la collision la molécule reste au repos, alors que l'électron est rejeté 
à la même vitesse (en module et non pas en direction). Dans cette 
approximation le système de coordonnées de laboratoire coïncide 
avec le système des centres de masse, ces derniers étant tous fixes. 
Puisque les vitesses (les impulsions) des électrons ne sont pas liées 
aux impulsions des molécules, l'intégration sur les impulsions des 
molécules peut être réalisée de façon indépendante. On a 


[ao = [ao 


où », est la concentration des molécules dans le volume dt extrait. 
Le terme décrivant les collisions devient plus simple: 


ce Le Fil j (fi— 11) dso- (77.2) 


Le module de la vitesse du mouvement relatif est sorti de sous le 
signe d'intégration; dans l’approximation considérée il est égal au 
module de la vitesse de l’électron incident, étant donné que l’inté 
gration sur ds, signifie en fait l'intégration sur les angles de diffu- 
sion, et | v, | ne dépend pas de ces derniers. 

Si, comme nous l'attendons, le terme des collisions est ramené à 
la forme (77.1), dans l’approximation de diffusion la fonction de 
distribution est de la forme (73.6): 


a F ” 
h=fut+[ 5 pgrad, Fr Eee en) fa] (77.3) 


st1mio1 
ou 


h = Jo + Af» (77.4) 


où foi est la fonction de distribution à l'équilibre et Af, la partie 
hors d'équilibre. Cette dernière peut se mettre sous la forme 


Af = Lpfor (77.5) 


où la comparaison avec la formule (77.3) montre que L est un vecteur 
de la forme 


_ T TFext L,2 
Le 6 grad, UT Tr (77.6) 
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Il ne dépend pas de la direction de l’impulsion de l'électron. Après 
avoir substitué (77.4) dans (77.2), on obtient 


(= — relvil À Cort Afs— fin — 4) ds. 


Comme le module de la vitesse avant la collision est égal au 
module de la vitesse après la collision, et la partie d'équilibre de la 


fonction de distribution ne dépend que de l’énergie, i.e. du module 
de la vitesse, il vient 


foi _— AT 


Ainsi, 
(lu le Ivil Î (Af,—Af;) ds, = 
= —r1vil Ÿ (Lpfo — Lp'fs) do = 
= — "2 [vil fos | (Lp—Lp') ds, (77.7) 


où l’on a pris en considération que fo, et f, tout comme | v, |, ne 
dépendent pas des variables sur lesquelles se fait l'intégration et 
peuvent être sorties de sous le signe 
somme. 

Pour achever les calculs, consi- 
dérons la figure 13.6 qui visualise 
les impulsions avant et après la 
collision (pet p’), ainsi que le vec- 
teur L. En conservant le système 
de coordonnées employé pour 
l'étude de la section de diffusion, 
menons l'axe des z parallèlement 
au vecteur p. L'’angle entre pet 
p’ est l'angle de diffusion noté 8. 
Pour simplifier, admettons qu'au 
vecteur p’ correspond l'angle nul , 
c'est-à-dire que l'axe des x est choisi Fig. 13.6 
dans le plan des vecteurs p et p’. 

Les produits scalaires Lp et Lp’ figurant dans l'intégrale (77.7) 
peuvent s'écrire 


Lp = Lp cost, Lp’ = Lp cos y, 


où par 4 et 4 sont désignés les angles représentés sur la figure 13.6 
et où on a tenu compte que p et p’ ont les mêmes valeurs. 

Si par l’origine des vecteurs on mène une surface sphérique, les 
points de son intersection avec les vecteurs forment les sommets d'un 
triangle sphérique. Les formules de la trigonométrie sphérique per- 
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mettent d'exprimer cos z à l’aide des fonctions trigonométriques des 
angles 6 et #, ainsi que de l'angle égal à l'angle entre les plans des 
vecteurs (p. p’) et (p, L). D'après le théorème des cosinus, 


cos 4 = Cos W cos 8 + sin 1 sin 8 cos y. 


= 


En substituant cette valeur dans l'intégrale (77.7), on obtient trois 
termes: 


à ; 
(Sen = — 7 IV for X 
_ \ (Lp cos #— Lp cos 1 cos 6 — Lp sin Ÿ sin 6 cos p) ds,. 


L'intégration sur ds, suppose en fait l'intégration sur les angles 6 
et p. Puisque dans le dernier terme figure l’intégrale de cos œ sur d, 
il est nul. Sortons de sous le signe d'intégration Lp cos Ÿ; on a alors 
à 
(= — 2 |Vil fo LP cos | (1— cos 6) ds,. 
En reprenant l’expression (75.14) de la section efficace de diffusion, 
écrivons 


ôf ne | 
(Tu 4 Ne Ivil Solo LP cos Ÿ. 


Puisque conformément à (77.5) 
fuLp, cos Ÿ = folp = Af; 
il vient 


ôf — 
(LT). = — n, [vil SAfs. (77.8) 
La dimension du facteur nr, | v, | & figurant dans (77.8) est inverse 
à celle du temps et on peut donc donner à la grandeur 


T = 1/(re | Vi | So) (77.9) 


le nom de temps de relaxation. Si maintenant on exprime à l'aide de 
(77.4) Af, en fonction de j, et /,,, on verra que (77.8) est équivalente à 
l'expression pour le terme des collisions contenant le temps de relaxa- 
tion (69.2). Ainsi, si on envisage des collisions élastiques et il est possible 
de négliger approximativement la masse des électrons devant la masse 
des molécules, le terme de Boltzmann pour les collisions se réduit à la 
forme avec le temps de relaxation; par temps de relaxation il convient 
alors d'entendre la grandeur définie par la relation (77.9). 

Il convient également de noter que dans cette approximation la 
forme du terme des collisions contenant le temps de relaxation ne 
change pas même lorsque le gaz électronique est dégénéré. Pour s’en 
assurer il suffit d'écrire l'expression de l’accolade sous le signe somme 
dans (76.11), d'uvrir l'accolade et de réduire les termes semblables. 


CH. 13] COLLISIONXS 239 


En effet, la fonction de distribution f, étant égale à f, (l'énergie des 
molécules ne change pas dans les collisions avec les électrons), ik 
s'avère que 


fa ah) 1 fe — fi 1 — ah) fa) fs = ff) = fifa — hi. 


$ 78. Sections efficaces de diffusion 


Pour calculer le temps de relaxation il faut connaître la section 
efficace de diffusion s,. Le calcul exact est généralement une tâche 
très ardue, mais il est facile d'évaluer l’ordre de cette grandeur en 
appliquant la formule (75.13) pour la sphère élastique à condition de 
choisir d’une façon convenable son rayon &. 

En présence des forces de répulsion coulombiennes il est raison- 
nable d'identifier le rayon efficace à la distance à laquelle se rap- 
prochent l’électron et le centre de diffusion dans le cas du choc frontal. 
Pour l’expliciter, plaçons-nous dans le cas de la section de diffusion 
de l'électron sur un ion négatif. Ce problème présente de l'intérêt 
aussi bien pour le plasma que pour les semiconducteurs dopés. 
Supposons que la charge d’un ion est — Ze. Si l'énergie cinétique de 
l’électron à une grande distance de l'ion est égale à p/(2m;,). dans 
le cas du choc frontal l’électron peut s'approcher de l'ion à une 
distance a, déterminée à partir de la condition qu'à cette distance toute 
l'énergie cinétique se transforme en énergie potentielle. L'énergie 
potentielle de l'interaction coulombienne avec un ion étant égale à 
Ze*/(4neoao), de la condition 

p? _ Ze 
2m1 471800 


on obtient pour le rayon efficace 


_— Ze®m: 
“6e 2aw0Pi | 


Si l'impulsion est exprimée en fonction de l'énergie de l'électron 
incident, après la substitution dans (75.13) on trouve pour la section 
de diffusion sur un ion 
Ze 
So Tracer 


. (18.1) 


Ainsi. la section de diffusion dépend de l'énergie de l'électron. 
Dans notre cas, plus l'énergie est grande, plus la section est petite, 
i.e. plus la diffusion des électrons est faible. 11 est curieux de noter 
qu’une telle évaluation approchée de la section s'accorde assez bien 
avec des calculs plus rigoureux *). En portant (78.1) dans la formule 


*) La diffusion pour l'interaction coulombienne est un cas particulier et 
pour obtenir le résultat final par calcul rigoureux il faut introduire certaines 
contraintes supplémentaires qui font apparaître un facteur logarithmique. dont 
la valeur numérique ne dépasse pas ordinairement quelques unités. 
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du temps de relaxation et en exprimant la vitesse de l’électron en 
fonction de son énergie &,. on aboutit au résultat suivant: 


qu —— = NE Von paye, (78.2) 


Cette formule correspond à la relation hypothétique introduite dans 
ce qui précède: 


— La 
T = GE 


(cf. (72.17)), avec r = /,. 

(18.2) permet d'établir sans peine la dépendance de la conductivité 
avec la température pour le cas où le rôle dominant revient à la dif- 
fusion sur des centres chargés. Cette dépendance, la concentration 
étant constante, est déterminée par la dépendance avec la tempéra- 
ture de la mobilité, ou si on a en vue la relation d’Einstein, du 
coefficient de diffusion D. Etant donné que 


D = (ut) —et(e) — "tt, 


<t que l'énergie du gaz électronique non dégénéré est proportionnelle 
À la température. il vient 

Tr 5 
i.e. dans notre cas la conductivité croît avec la température pro- 
portionnellement à T°/?. 

Lorsque les électrons sont diffusés sur des molécules neutres dans 
un plasma ou sur des défauts neutres dans le réseau cristallin d’un 
corps solide, une approximation raisonnable du rayon de la sphère 
de diffusion est fournie par le « rayon » de la molécule ou du défaut. 
Dans ce cas 


So = T4ÿ 
et 


1 V mi 
= = —_——— 

neRAQ  nnaë V2 
i.e. l’exposant de & est —!/,. Cette dépendance du temps de relaxation 
avec l'énergie conduit à la dépendance de la conductivité avec la 
température de la forme 


e”l/2, 


o—1/VT. 


La diffusion des électrons sur les vibrations thermiques du réseau 
cristallin est un cas important. Lorsqu'un électron se déplace suivant 
une rangée régulière des atomes du réseau cristallin, dont le mouve- 
ment thermique peut être négligé, il vaut mieux de remplacer la 
notion des collisions successives par le tableau du mouvement de 
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l'électron dans le champ périodique à forces conservatives. Le modèle 
suggestif d’un tel mouvement peut être fourni par le mouvement 
d'une bille sur une surface ondulée parfaite sous l’action de la force 
de pesanteur (fig. 13.7). Il est clair que la bille est animée d’un 
mouvement accéléré, décélérant aux sommets et accélérant dans les 
creux, mais sa vitesse moyenne en l'absence de frottement est cons- 
tante. Ceci signifie qu'il n’y a aucune diffusion et le temps de rela- 
xation est infini. Le temps de relaxation n’est fini que lorsque la 
périodicité parfaite est perturbée. Dans les cristaux réels les pertur- 
bations de cette sorte sont liées soit aux défauts de la structure cristal- 
line, par exemple à la présence 
des nœuds non occupés (lacunes), 
des atomes dans les interstices. — 
des atomes d'autre nature (allia- 
ges), soit à l’agitation thermique 
qui conditionne un écart désor- 
donné des atomes du réseau par Fig. 13.7 
rapport à la position de l'équi- 
libre stable dans le nœud. La diffusion de l’électron consiste pour ce 
modèle dans le fait qu'après l'interaction avec le centre de diffu- 
sion. il change la direction et la valeur de la vitesse moyenne. 
Examinons le rôle des vibrations thermiques des atomes. Dans 
une interprétation peu rigoureuse, mais suggestive on peut admettre 
que le déplacement thermique d'un atome à partir de la position 
d'équilibre fait apparaître un centre de diffusion de rayon égal au 
déplacement moyen de l'atome par rapport à la position d'équilibre. 
Pour de petits écarts, l'interaction de l’atome avec les atomes voisins 
est quasi élastique. Si le coefficient de rigidité est noté B, un écart 
à une distance r fait croître l'énergie potentielle de l'atome degr?/2. 
Puisque d’après le principe d'équipartition de l'énergie suivant les 
degrés de liberté l'énergie potentielle moyenne de la force élastique 


est égale à %/,kT, on obtient pour le rayon du centre de diffusion 
neutre 


a=Vus-V TR. 


Après avoir calculé la section de diffusion, on trouve pour le temps 
de relaxation 


T = P/(nn3kTv). 


Ce cas diffère du précédent par le fait que le coefficient a lui-même 
affecté à l'énergie dans la formule du temps de relaxation dépend de 
la température. Il en résulte que la conductivité est proportionnelle 
à la température à la puissance —#/,, et non pas —!/, comme dans 
la diffusion sur des défauts neutres du réseau cristallin. 

Dans le cas du gaz électronique dégénéré (les métaux) l'énergie 
moyenne des électrons ne dépend pratiquement pas de la tempéra- 
16—01488 
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ture, et c’est pourquoi la conductivité est inversement proportion- 
nelle à la température lors de la diffusion sur des oscillations ther- 
miques du réseau et ne dépend pas de la température lors de la 
diffusion sur des défauts neutres. 


$ 79. Libre parcours 


Dans le modèle des collisions binaires un électron se déplace par 
inertie ou sous l’action des forces extérieures et percute de temps à 
autre d'autres particules qui forment le thermostat (nous n'envisa- 
geons pas les collisions des électrons entre eux en nous limitant aux 
cas où leur rôle est négligeable). Quelle est la probabilité pour que 
l’électron subisse une collision sur le tronçon de sa 
trajectoire de longueur dx? 

Ce problème peut être résolu si on considère le 
parallélépipède élémentaire de la figure 13.8. La face 
perpendiculaire à la direction du déplacement de 
l’électron est une aire AS, et la hauteur du paral- 
lélépipède est dr. Supposons que la concentration des 
molécules est n,; alors. le parallélépipède compte en 
moyenne 7,ASdr molécules. Avec la section de 
diffusion s,, l'aire totale où peut avoir lieu la collision 

Fig. 13.8 de l’électron passant par le volume choisi dans la direc- 
tion de l'axe des x avec une des molécules est égale 

à sons AS dr. On suppose que la hauteur du parallélépipède dx est 
très petite et on peut donc négliger la probabilité pour qu'une 
molécule & recouvre » une autre. Dans ces conditions, la probabilité 
de la collision dW est déterminée par le quotient de l'aire totale des 
molécules par l'aire totale de la face avant du parallélépipède, i.e. 


SnaNSdr 
dW= = — = n,5 dr. 


AS 
La quantité 1/(n:s,) a la dimension de la longueur. Si on la note À, 
il vient 
dW — dr'A. (79.1) 


Considérons maintenant un intervalle de longueur x et calculons 
la probabilité pour que l'électron ne subisse dans cet intervalle 
aucune collision. Si on divise tout l'intervalle x en intervalles de 
longueur dz de façon que leur nombre total soit égal à x,dx, la pro- 
babilité cherchée peut être représentée sous la forme du produit des 
probabilités d'une série d'événements indépendants. La probabilité 
pour que dans l'intervalle dx l'électron ne subisse pas de collisions 
est égale à 1 — dr/À; donc, la probabilité de l'absence des collisions 


sur la longueur x est 
dz = ( z dz | 


Was= (1—-) = (1-5 


CH. 13] COLLISIONS 243 
———————— 


Etant donné que x/dx est une quantité importante (infiniment gran- 
de à la limite), en utilisant la limite connue des mathématiques 
: b \Y _b 
limy.s (1 —+) €”, 

on obtient 
Wa = eh. 


Calculons, enfin, la probabilité dW”’ pour l'électron de couvrir 
sans collisions tout le trajet x et de subir une collision dans l'inter- 
valle final dz de ce trajet. Elle vaut évidemment 


dW'=ern—. (79.2) 


Cette expression permet de calculer le libre parcours moyen de 
l’électron. D’après la règle générale du calcul des moyennes, écrivons 


co 


(x) = | z dW' = fresade, 
0 0 


Le calcul de l'intégrale conduit au résultat suivant: 
(x) = À, (79.3) 


de sorte que la grandeur À introduite dans ce qui précède a le sens de la 
distance moyenne entre un point arbitraire et le point de collision sui- 
vante. Si on admet qu'on commence à considérer le mouvement de 
l’électron immédiatement après la collision, on voit que À est une 
distance moyenne entre deux collisions consécutives. Ceci permet d’in- 
terpréter À comme libre parcours moyen. 

En reprenant la formule (77.9) pour le temps de relaxation on 
voit qu'on peut la mettre sous la forme 


1 À 


7 Res V1? 


(79.4) 


i.e. le temps de relaxation a le sens de l'intervalle de temps depuis un 
instant arbitraire jusqu'à l'instant de la collision la plus proche. Il 
peut également être interprété comme la durée moyenne entre deux 
collisions consécutives. 

Considérons enfin la question du libre parcours dans le cas de 
centres de diffusion de divers types. S'il y a des molécules de types 
différents (1, 2, 3) à sections de diffusion différentes 8,1, Soo Sos» la 
probabilité de la collision de l’électron dans la couche dz est 


dW = RaiSoy 7 + nosSge AT + NsSos 1, 


ou 
_ dz dz dz __f1 1 1 
We ++ Es (it) de 


16% 
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Puisque l'expression (79.1) peut être envisagée comme la définition du 
libre parcours, il vient 


1 Î 1 1 = 


Ainsi, en présence de nombreux centres de diffusion, la grandeur in- 
verse du libre parcours moyen est égale à la somme des grandeurs in- 
verses des libres parcours lors de la diffusion sur les centres de chaque 
type pris séparément. I] découle de (79.4) qu’une règle analogue a lieu 
également pour le temps de relaxation: 


1 L Î 1 - 


$ 80. Echauffement du gaz électronique 


Pour obtenir au $ 77 le terme des collisions on a utilisé l'hypo 
thèse qui soufre d’un défaut de principe. On a supposé que la masse 
de la molécule est pratiquement infinie devant la masse de l'élec- 
tron. En l’admettant, il est impossible d'expliquer comment, dans 
les conditions stationnaires, reste constante l’énergie moyenne des 
électrons qui se trouvent dans un champ électrique extérieur. Il est 
particulièrement facile de s’en rendre compte, si on considère que les 
molécules sont fixes. À chaque choc l’électron est rejeté en conser- 
vant la valeur de sa vitesse. Puisqu’en présence d’un champ exté- 
rieur le système est parcouru par un courant, ceci signifie que le 
champ électrique produit du travail en augmentant l'énergie du 
système d'électrons. Il convient d’élucider comment est maintenu 
l'état stationnaire. On sait très bien que lorsqu'un courant parcourt 
un conducteur, ce dernier dégage de la chaleur, i.e. transmet de 
l'énergie au thermostat. Il est clair que pour expliquer ce phénomène 
il faut tenir compte du transfert par collisions de l’énergie des élec- 
trons aux molécules, i.e. de la valeur finale du quotient de la masse 
de la molécule par la masse de l'électron. Le transfert de l'énergie 
des électrons aux molécules étant compensé en équilibre par son 
transfert inverse des molécules aux électrons, le rôle dominant 
revient ici au caractère non équilibré de la fonction de distribution 
des électrons. Il faut toutefois retenir que la correction apportée 
à la fonction de distribution et établie dans ce qui précède n'explique 
pas cet effet. C'est plutôt le contraire: puisque cette correction dé- 
termine le courant, elle permet d'élucider comment les électrons 
reçoivent de l’énergie ou, autrement dit, comment ils sont « chauf- 
fés ». On verra dans ce qui suit qu’il en est réellement ainsi. De cette 
façon, la conclusion s'impose que dans la fonction de distribution 
hors d'équilibre (77.3), la fonction f,:, considérée comme fonction 
d'équilibre, ne peut en fait être telle, et dans le meilleur des cas 
elle ne peut que s'en approcher. Ainsi, si on suppose que fo, est une 
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fonction maxwellienne, la température qui lui correspond doit être 
plus élevée; mais il se peut qu'elle ne soit pas maxwellienne. Le 


o 


présent paragraphe a justement pour objectif de répondre à cette 
question importante. 


Commençons en supposant que la fonction de distribution cherchée est de 
la forme 


hi = fo + Ah (80.1) 


et ne se distingue de la fonction employée précédemment que par le fait que fo 
ne coïncide pas maintenant avec la fonction de distribution d'équilibre, mais 
dépend de la même façon du module de l'impulsion ou de l'énergie des électrons. 
Le problème consiste à trouver, comme il est d’usage de le dire, la partie isotro- 
pe de la fonction de distribution. Naturellement, pour ce faire il faut se guider 
par l'équation de Boltzmann (76.10). Si on porte la fonction de distribution 
sous la forme hypothétique (80.1) dans l'équation de Boltzmann, le résultat 
peut s'écrire 


Ofo1 94f: = Pi _ Pi € u 

DNS — ee grad, foi re grad, \f1+eE grad, foi + 
4 9fo1 CAS 9 
+<E grad y Aj 1+ ( ot le ot la Fe 


Bornons-nous au cas relativement simple du problème stationnaire dans un 
champ électrique continu et homogène. Ce champ ne dépendant pas du temps, 
la solution stationnaire doit être cherchée en posant que dans (80.2) les termes 
contenant les dérivées par rapport au temps sont nuls. Dans d’autres condi- 
tions, par exemple dans le cas du gaz électronique placé dans un champ électri- 
que variable à fréquence suffisamment élevée. ces termes doivent être pris en 
considération. L’homogénéité dans l'espace signifie que la fonction de distri- 
bution ne dépend pas des coordonnées; donc, les deux premiers termes du deu- 
ns membre de (80.2) sont également nuls. L'équation se met alors sous la 
orme 


d. ; AN 
—eE gradp fo1 —€E grad}, A/1 = (a). + Érnee (81.3) 


Si la partie isotrope de la fonction de distribution est à l'équilibre, le 


terme (4) est nul et le terme des collisions se réduit à “L) . Dans l'ap- 
ot }coi dt Jcol 


proximation du temps de relaxation on a utilisé pour ce dernier la représenta- 
tion (69.2) 


(és) = 
dt Jcol T 
et admis (cf. (73.2), où F — — eE) que 
Afi=teE grad; fo, =teE ln. (80.4) 
Pix 


(l'axe des z est choisi dans la direction du champ électrique). Si on garde ces 
relations, bien qu'elles ne soient pas parfaitement exactes, il s'avère que deux 
termes encore de (80.3) se réduisent réciproquement pour donner 


0Af1 __ { ôfor É 
dPix = ( ôt ls (60/9) 
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ou, si on utilise (80.4) et la représentation intégrale du terme des collisions, 


2 dfoi | 
EU — (rer ot) 2 À Gite faifd Im vel dde (80.6 


Le premier membre de cette équation n'est pas isotrope, i.e. il inclut encore 
la correction à la partie non isotrope de la fonction de distribution A/;. Nous 
négligerons cette correction et pour obtenir l'équation déterminant la fonction 
isotrope fo. nous prendrons la moyenne du deuxième et du premier membre sur 
toutes les directions possibles de l'impulsion p;. A cet effet il éonvient de multi- 
plier les deux membres de l'égalité par dQ, et d'intégrer dans l'espace des im- 
pulsions de l’électron sur la couche sphérique pour laquelle la valeur de l'im- 
pulsion est supérieure à p,. mais inférieure à p, + dp1, ou si on parle de l'énergie 
de l’électron, sur la couche pour laquelle l'énergie varie de e, à e, + de,. L'inté- 
gration sur une telle couche est équivalente au calcul de la moyenne sur les 
angles déterminant la direction de l'impulsion, et à la multiplication par 
(cf. $ 19) 


dQ: =4np} dpi; =4 y? ami! es der =2 ff (81) de. (80.7) 


Le deuxième membre de (80.6) est isotrope: on le multiplie donc simplement 
par g (e)de,. Pour transformer le premier membre il faut passer des dérivées 
par rapport à p1, aux dérivées par rapport à l'énergie. Ainsi, 


. 0 dfo1 ss “0 dfor 081 
J=eE (rer 2) = e°E* (ee en). 
dPix Pix Pix dE1 OPix 


Etant donné que 
dE1 Î 


- 2 Pix 
— —— (p2 e 2 — 
dPix 2m1 Pix (Pix + Piu + Pia) me 


on obtient ensuite 


°_ 9 Ofn1. Pix e?E? 9/01 Q 0/01 
ser (rs Me) - Fe de — (<<) |. 
dPix dt, Mi mi dE +Pix dPix CA 
Passons de nouveau à la dérivée par rapport à l'énergie 
9 (= dfo1 ) = d (= dfo1 ) de _ Q (r dfoi \ Pix 
dPix de dt1 dE] dPix dE 1 dE: mi 


et obtenons enfin pour le premier membre l'expression suivante: 


JS [sde s fs (dm )) 
mi dE, ‘ Ma dE: CON L 


En prenant sa moyenne sur les angles et compte tenu que (p£,}/(2m,) = e1/3 
on obtient 


__ ET dfn , 2. à ( dfoi J= Et 2 à (ar ‘lu ) 
a ee er Loan me 3 ve (A To /° 


Par conséquent, le premier membre intégré sur la couche sphérique dans l’espace 
des impulsions conduit à 


3 1179 
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Ainsi, l'équation de la partie isotrope de la fonction de distribution devient 


_ÊES 2 _9 (et in.) g (81) de: = 
1 
= (fo1fe — fois) | Vi — Val dso dOsz (Er) des. (80.8) 


Le deuxième membre de cette équation détermine le nombre d'électrons sor 
tant de la couche sphérique de, sous l'effet des collisions avec les molécules 
i.e. l'effet du transfert de l’énergie des électrons aux molécules. Le premier 
membre dépend du champ et montre que sous l’action de ce dernier la partie 
non isotrope de la fonction de distribution qui est elle-même proportionnelle au 
champ électrique, varie faiblement et assure une addition à la partie isotrope, 
ie. décrit l'effet d'échauffement du gaz électronique. Les transformations 
ultérieures ont pour but de présenter le deuxième membre de cette équation 
intégrale sous une forme plus simple. Il s'avère qu’en utilisant la condition de 
petitesse de l'énergie transmise par les électrons dans la collision avec les molé- 
cules, on parvient à ramener cette équation à une équation différentielle rela- 
tivement simple. 

Pour abrèger les calculs, il est opportun d'intégrer les deux membres de 
(80.8) de e, = 0 à &, en manipulant ainsi non pas avec la variation du nombre 
de particules dont l'énergie est comprise dans l'intervalle de;. mais avec la 
variation du nombre de particules d'energie inférieure à e,. Le premier membre 
qui détermine la variation due à l’échauffement dans le champ électrique vaut 


€: 

2£E? 2 
| or e - er/2T <) g (81) dei = 
. mi Ve: 3 dE * di 


dfo1 
der 


4 V2nm}" + Cru etE®, (80.9) 
ou on a utilisé la représentation g (e,) de, d'après (80.7). Le deuxième membre 
qui tient compte de la variation due aux collisions s'écrit 


o 


Î (Fforfe — foife) 1Va — Vel dso dOe & (E1) de = 


ES, 


Ei 
= j foife V1 — Val dso dog (81) dei — 


a 


€: 
e 
— | j fois Vi — Vel dso ds g (81) des. (80.10) 
0 


Supposons que le transfert direct consiste en ce que les particules d'impul- 
sions pi et p. acquièrent uprès la collision les impulsions p; et p:, l'énergie initiale 
de l’électron £e, changeant pour devenir égale à e, — ôe,. Si dans la deuxième 
intégrale du deuxième membre de (80.10) un passe aux variables primées, i.e. 
aux impulsions d’après l'impact, elle se met alors sous la forme 


es; -0e: 


| foifs [Vi Vel ds, dOz £ (1) dei — | fois vi vil dss dQsg (es) der, 
0 


ss 5 
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où (e, — Ôe,) est l'énergie de l’électron après l'impact, qui correspond à la 
valeur qu'elle acquiert avec les nouvelles valeurs ds jarlables. La dernière 
expression ne diffère du premier terme du deuxième membre de (80.10) que par 
la notation des variables d'intégration et la valeur de la limite supérieure. La 
notation des variables d'intégration n'a pas d'importance et n'inlervient pas 
dans la valeur de l'intégrale elle-même. On peut donc écrire 


Es a Er es 08: 
o1 > 
| ( ot ln s@de=|- | E 
0) 0 0 
€: 
= À Àioelvi— vel ds d@ ete des (80.11) 
2e 062: 


Pour poursuivre des calculs il faut examiner de plus près la quantité 6e, 
caractérisant la variation de l'énergie de l’électron au cours de la collision : 


mavi mavi° 
ÔE — D Uosgn Le (80.12) 


Les relations (75.15) et (75.16) permettent d'obtenir sans peine 


: 
e Cu mi a 2m 
RE EE  —————— vSv 
AE Tnrmns PT mime voVr 
CR ne me. 
DOS (matme) TU mime ST 


de sorte qu'après la substitution de ces expressions dans (80.12), on a 
mama 
m +m 


En exprimant la vitesse du centre de masse et les vitesses relatives à l’aide 
des vitesses absolues, on aboutit à l'expression suivante commode pour l'analyse 
ultérieure : 


ÔE1 — Vs (Vr— vi). 


MiMz  MiVitMmaVa Mitme ; 
Ôe 2 LUE PR RS VO LE UE PRE VE LL 2 Vi VV Vé) = 
1 Mi Me mi Le m2 ( 1 s it s) 


___ mama m? 


rer Va Vi Vi). (80.13) 


Va (Va vi) + rene 
La vitesse de la molécule v, est de y/m'm, fois plus faible que celle de 
l'électron z, et l’ordre du premier terme est donc 


LE ve (vi vl) & miVeVi SE Mi y” Lys 
—_—__— _ = 2 Sr , 
a 1 me 


i.e. le premier terme est de V/m,/m, fois plus grand que le deuxième terme, 
dont l'ordre est (m1/m,)mv?. Toutefois, en évaluant le premier terme il faut 
tenir compte que la direction de la vitesse v. par rapport à v, peut être quelcon- 
que. Bien qu'après l'impact la vitesse de l'électron y; est influencée légèrement 
par la vitesse de la molécule, cette influence est faible ; la direction de la vitesse 
après l'impact dépend essentiellement du paramètre de choc et reste presque la 
même que dans la diffusion sur une molécule fixe. La direction de v, étant arbi- 
traire, cela signifie qu'après le moyennage le premier terme se réduit à zéro. 
La moyenne de 6€, est donc déterminée par le deuxième terme et peut être 
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eprésentée par l'expression suivante : 


Ses = Va Ga VD) SE É— VaVi) 
2 PEU (4 — cos 0) = 2 Le (1— cos ü),  (S0.14) 


Mo 


où €, est l'énergie de l’électron avant la collision et 0 l’angle proche de l'angle 
de diffusion. du fait que les vitesses v, et v; sont voisines de vs et v.. 
Considérons maintenant le carré de Ôe,: 


2 2 \? LS CE 
Ôe? = (es) [ve(vi— vi) 


Mit me 
9 2 
rer Ve (iv!) 2 e (A — cos 0)+-4 TL ef (1— cos 6). (80.15) 


En vertu du caractère arbitraire des directions de v,, le terme du milieu, dont 
on prend la moyenne, s’annule et on peut ne pas en tenir compte. Le dernier 
terme est de m,/m, fois plus petit que (80.14). Le premier terme est du même 
ordre en m;/m, que (80.14). En effet, 
mime 2 \12 ° ne 

——— ; — vi) = mivês (vi vi}, 

—) fre a VOIE 2 mots (V1 — vi) 
où z. est la projection de v sur la direction de v,—v;. En vertu de la distribution 
de Maxvweil la moyenne du carré de la projection de la vitesse de la molécule est 

(v3:) = kT/ma. 
Ensuite, 
(va vi) = cuit —2vivi 2 — 2vivi == 275 (1 — cos B). 


La moyenne du premier terme dans (80.15) est donc 


TL KT Ov (1— cos 0) =4 LLKTe, (1— cos 0). 
Mo À Mo 


ie. elle est du même ordre en m,/m, que (80.14). Ainsi 
(E?) = 4 _ ATe:(1—cus 0) (80.16) 


et, donc, les valeurs de Ôe, et ôe; moyennées sur les directions des vitesses des 
molécules sont les quantités du même ordre en m,:m,. Ceci est très important 
pour les calculs approchés ultérieurs, rendant évidente la nécessité de tenir 
simultanément compte des termes Ôe, et Ôe;. 

Reprenons maintenant l'équation (80.8). (80.13) montre que ôe, dépend 
de v, et de l’angle de diffusion qui détermine la vitesse vi. Il est donc raison- 
nable d’intégrer d'abord sur &, et ensuite sur les autres variables: 


€: €1 


[ _0fio \ , a k ; ‘ Se , , 
FT La g(ei) dei = \ f2 d@ dsof 10 (Er) IVa— val (ei) dei. (80.17) 
0 €1-0€: 
L'intégrale 
£a 
déof 0 (81) 1Va — val g (85) dei (80.18) 


CEE 
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peut être calculée de façon approchée, si on utilise le fait que l'intervalle d'inté- 
gration de 6e, est de m,/m, fois plus petit devant l'énergie moyenne de l'élec- 
tron e;. Négligeons également v, dans |v, — v.|. 11 faut développer la fonction 
de distribution des électrons fi (£;) en série suivant l'écart de l'énergie par 
rapport à &, et se borner à deux termes: 


Po (D = fo (ED + (ie) JE. (80.19) 


En effet, après l'intégration sur e; les termes suivants du développement 
-donneront les grandeurs d'ordre e? et plus élevé qui peuvent être négligées par 
rapport aux termes proportionnels à Ôe, et ôe?. 


Ainsi, en portant (80.19) dans (80.18), on obtient 


Es LA 
: À d 
déofun C1) var (def + À dre GE (ei —e) our te dei = 
£a — 08: ti 0e: 
d ôe? 
== dsof io (81) v18 (Ex) 81 — ds A net), 


-où l'on prend une certaine valeur moyenne pour l'intervalle 6e, de la grandeur 
-dsouig (8). L'intervalle d'intégration 6e, étant petit devant l'energie moyenne, 
cette application du théorème de la moyenne à la transformation de l'intégrale 


intervient peu dans le résultat définitif. Maintenant l'intégrale initiale 
(80.11) devient 


LA 


9 L , , 
| (2e). 4 (ei) dei = fio (E1) & (Ex) vi Î Ôer dsofe dQ2 — 


EE de + € (&r)vi | Ôe? dsofe dQ. (80.20) 


L'intégration sur dQ, correspond au calcul de la moyenne prise sur toutes les 
directions de v, et au calcul des moyennes de la fonction de v, multipliées de 
plus par le nombre de molécules. Ainsi, 


\ ôe 1 dso fa dQs —2 TL nets \ (1—cos 8) ds, — 2 Re (So) Er 


Mo (1 


et 


| Get dsofs d0, = 4 pre, | (1—c08 0) ds — 2 n, (ss) Te. 

« Me + Ma 

Nous avons utilisé ici les égalités (80.14) et (80.16), ainsi que la définition de la 
+ection efficace de diffusion (75.14). (s,) désigne la section de diffusion moyenne 
pour l'intervalle Ôe,. Elle ne se distingue pratiquement pas de s,. Ceci achève le 
calcul de l'inté rale (80.17). 


En égalant l'intégrale calculée à l'expression (80.9), on obtient l'équation 
pour la fonction fo: 


linn3l2,1/2 2m .r d/10 
=4 V2nmi"e, Ra Go) ee (472) : 
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Après la réduction des facteurs communs et la prise en compte de ce que 
#3 (so) & = 1:T, on obtient l'équation différentielle 


lacs (ar + res +) io (80.21) 


résolue simplement par séparation des variables. La substitution directe permet 
d'établir que la fonction de distribution cherchée est de la forme 


El de’ 
= KT+(m2/ma (rSe2E 213) 
fiw==Ce ? L (8.22) 
La constante C est déterminée comme toujours par la condition de normalisation 


LL 


| fo8 (1) des = na, 
0 


où », est la concentration des électrons. 


Ainsi, en tenant compte de l'échauffement des électrons par un 
champ électrique permanent, la fonction de distribution des électrons 
suivant les vitesses s'écrit 


hi = ho + Af;, 


où f10 est la partie isotrope de la fonction de distribution déterminée 
par l'expression (80.22) et Af, la correction à cette fonction, qui peut 
être prise sous la forme (80.4): à titre de f,, on porte la fonction iso- 
trope (80.22). 

Si 


UE 
= RE TRE a QE (80.23) 
(80.22) conduit à la fonction de distribution de Maxwell 


€ 
= deur) 
fio=Ce ° = Cetrr, 


L'énergie moyenne des électrons étant dans ce cas égale à “AT, 
(80.23) entraine que l’échauffement du gaz électronique commence 
pour les champs électriques vérifiant la condition 

me Àte2E? 

mi or © ÀT 
ou 


keE J/&HT. (80.24) 


mi 


Dans les gaz où le libre parcours peut être grand et par suite de 
la conductivité relativement faible l’intensité du champ électrique 
est grande elle aussi, la condition d'échauffement est observée sans 
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peine. Dans les métaux la conductibilité est très élevée et il est 
pratiquement impossible d'atteindre l'intensité du champ électri- 
que à laquelle l'énergie moyenne des électrons dépend sensiblement 
du champ. Dans les semiconducteurs, sous des conditions convena- 
bles, l’échauffement des électrons est possible. 

Si le champ électrique est très fort, de sorte que l'inégalité in- 
verse à (80.23) est vérifiée. en négligeant le terme ÀT on peut ob- 
tenir 

[2 
fo Ce ù Cne/m)U.e2Et, SE, 
La forme de la fonction de distribution dépend de la nature de la 
dépendance du libre parcours avec l'énergie. Ainsi, dans la diffu- 
sion sur les molécules neutres, lorsqu'on peut admettre que le libre 
parcours ne dépend pas de l'énergie, on obtient la distribution de 
Druyvesteyn 
fi ne Cet LuramiAtesE] 


qui se distingue sensiblement de celle de Maxwell. Un autre exemple 
est donné par les problèmes à ce chapitre. 

Nous terminons ici l'exposé de la question sur les fonctions de 
distribution hors d'équilibre. bien que l'exemple envisagé n’épuise 
pas, et de loin, tous les cas qui se présentent dans la pratique. Le 
comportement des électrons dans un champ électrique HF, l’in- 
fluence du champ magnétique, la prise en compte des chocs inélasti- 
ques, autant d'exemples des problèmes explorés depuis de nombreu- 
ses années et dont l'étude se poursuit encore. Leur examen déborde 
toutefois le cadre de notre ouvrage. 


Problèmes du chapitre 13 


1. Montrer que le principe du bilan détaillé et la forme du terme des colli- 
sions (76.11) qui Lient compte du principe de Pauli conduisent à la distribution 
de Fermi-Dirac. 

Solution. Le principe du bilan détaillé implique qu'à l'état d'équili- 
bre l’intégrand de (76.11) s'annule. On en tire 


AU—-GCMY fl fai Can fil fs 


ou 
fa … fi ; 
Gun eng lé 


Ici /. est la fonction de distribution de Maxwell, i.e. 


Leur UT) 
Lay * à 


Si 
Ca f 1 _ju-ey07) 
LECTURES L 
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où 2, est l'énergie de l'électron avant la collision, le bilan détaillé est observé 
sous la condition que 


! 


Er + Le = Fi + Es. 
En calculant /, à partir de l'équation précédente, on obtient 


PR ie 
GR) eC1-NVET 4 ? 


ce qu'il fallait démontrer. 

2. Quelle doit être la relation entre le temps de relaxation et l'énergie pour 
que la fonction de distribution hors d'équilibre f19 reste maxwellienne? Quelle 
est la température effective de cette distribution ? 

Solution. (80.22) montre que pour t = const on obtient la distribu- 
tion maxwellienne avec la température effective 


Terr = T + mette E?/(3m?k). 


CHAPITRE 14 
FLUCTUATIONS 


$ 81. Intérêt des fluctuations 


Les caractéristiques étudiées en physique statistique telles que 
l'énergie interne ou la pression, s’obtiennent en prenant la moyenne 
des grandeurs mécaniques correspondantes relatives au système de 
particules étudié. Le nombre de particules dans le système étant 
ordinairement très grand, les valeurs obtenues empiriquement 
sont proches de leurs espérances mathématiques (leurs moyennes). 
Cependant, dans certains cas, les écarts désordonnés par rapport 
à la moyenne deviennent importants; ils portent le nom de fluctua- 
tions. Il est d'usage de caractériser la valeur des fluctuations par 
la dispersion, i.e. par la déviation quadratique moyenne d’une 
variable aléatoire par rapport à son espérance mathématique. Ainsi, 
si on considère l'énergie d’un système de particules, ses fluctuations 
sont définies par la quantité 


(AE?) = ((E —U }*), 


où U est l'énergie interne, i.e. l'espérance mathématique de l’énergie 
du système. Nous avons envisagé déjà dans ce qui précède des exem- 
ples de fluctuations. Ainsi, nous avons étudié au $ 13 les écarts aléa- 
toires du nombre de particules dans un volume par rapport à sa 
valeur moyenne et au $ 34 les oscillations aléatoires de l'indicateur 
d’une balance à ressort, ainsi que de l'intensité dans un condensateur 
couplé à un circuit oscillant. 

Dans les cas courants les fluctuations sont faibles, ce qui a été 
noté aux $ 13 et 34, et on peut les négliger; pourtant, en physique 
et en technique il existe un domaine important où elles jouent un 
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rôle déterminant. Il s’agit, notamment, des mesures de précision 
et de la technique des communications. L'amélioration de la sen- 
sibilité des appareils de mesure et des récepteurs a fait que dans tout 
une série de cas on a atteint des limites définies par les fluctuations. 
Explicitons ce qui vient d’être dit par un exemple concret. 

Pour la mesure de la puissance du rayonnement dans les domaines 
visible et infrarouge du spectre, on recourt souvent aux récepteurs 
calorimétriques. Le principe de leur fonctionnement consiste à di- 
riger le rayonnement mesuré sur une petite aire noircie qui l’absorbe 
et s’échauffe. L'élévation de la température proportionnelle à la 
puissance incidente est mesurée par un thermocouple sensible réuni 
à cette aire, ou d’une autre façon quelconque. La sensibilité limite 
de tels récepteurs est définie par les fluctuations de la tension de 
sortie de l'appareil, car le signal reçu dont la valeur est inférieure 
à celle des fluctuations ne peut être identifié sur le fond des sauts 
désordonnés de la tension de sortie. 

Les fluctuations de la tension, ou autrement dit, les bruits, 
ont à l'origine des causes diverses. Lorsque la mesure de la surchauffe 
est assurée par un thermocouple, une résistance déterminée de ce 
dernier fait que dans le circuit électrique qu’il constitue avec l'ap- 
pareil de mesure apparaît un signal aléatoire conditionné par l’agi- 
tation thermique des électrons et la fluctuation de leur nombre. Ce 
type de bruits est examiné au $ 85. En plus du bruit électrique, il 
convient de retenir que l'aire de réception qui doit être très petite 
et légère pour élever la sensibilité, échange incessamment de l’éner- 
gie avec le milieu ambiant. Ceci produit des variations aléatoires 
de la température de l'aire, que le thermocouple transforme en un 
signal électrique aléatoire. Les fluctuations de la température, ainsi 
que celles de toute une série d’autres grandeurs thermodynamiques, 
sont examinées aux $ 83, 84. Enfin, il convient de prendre en con- 
sidération que l'aire de réception enregistre le rayonnement incident 
sur un fond conditionné par le rayonnement des émetteurs qui se 
trouvent dans le champ de vision du récepteur. La puissance du 
rayonnement ambiant subit des fluctuations continues et apporte sa 
contribulion à la tension de bruit. 

Les fluctuations peuvent être divisées par convention en celles 
qui se produisent dans des systèmes d'équilibre, et en celles qui se 
manifestent lorsque le système s’écarte de la position d'équilibre. 
Généralement ce sont les premières qui sont les plus importantes, 
les écarts de l'équilibre qui se présentent ordinairement étant petits. 
En étudiant les fluctuations dans les systèmes d'équilibre, on peut 
utiliser la distribution de Gibbs, ce qui permet de dresser la théorie 
complète du phénomène. L'exemple des fluctuations qui se mani- 
festent dans un système hors d'équilibre peut être fourni par les 
bruits de grenaille qui apparaissent lors du passage du courant 
électrique. Ils sont décrits au $ 85. 
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$ 82. Fluctuations du nombre de particules et du volume 


Appliquons la distribution de Gibbs au calcul des fluctuations 
du nombre de particules se trouvant dans un volume déterminé. 
On obtient alors la relation générale, dont on tire, en particulier, 
pour un gaz parfait classique Je résultat donné au $ 13, mais qui 
est également respectée pour d’autres systèmes (tels que gaz de 
Bose ou gaz de Fermi). 

En dérivant au $ 54 la condition de normalisation pour la distri- 
bution grand-canonique de Gibbs par rapport à u, on a obtenu la con- 
dition (54.10) déterminant le nombre moyen de particules contenues 
dans le système. Cette condition peut s’écrire sous la forme 


49% (Q*-$, +UN)/RT) 
D + Vje = 0. (82.1) 
Yx 


Pour obtenir l'espérance mathématique du carré du nombre de parti- 
cules dérivons-le encore une fois par rapport au même paramètre. 
On obtient alors 


d2ç* 1 ôR* e TE ENMENLr., 
YN 
En ouvrant les parenthèses on trouve 


22@* 1 dQ*\2 2 90% 1 pol (S*-€, +UNY/RT) 
2 Le ar (Ge) ira dtmme x a 


ou op _ 
FN 
ou 
20% (Q*-Æ., +uN)/(&T) 1 /4Q* \2 
De ‘x FFT (5) F 
p= ôp 
Vy 
@°-$, +uNYET) 
* D e °X 
Yy 
2 00 (@*-$, +UNYED 4 (Q*-$, +uN/UT 
2 20* \ IL 72 YN = 
+5 a À Ne +77 2: Ne 
y Yx 


L'utilisation de la condition de normalisation et du calcul des 
moyennes 
(Q*-$, +HN)/(RT) 
N mn 


De = 1, 


Yn 
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(@*-8., +uNY/UT) 


S Ne x =(N), 
[7 

Q*- N)/(RT 
S Ni! Eu TANT) ve 
x 


permet de mettre la relation mentionnée sous la forme 


ce 1 poQ* 2 2 
RE TE (+ ) +R N)+— 7 (NV?) =0. 
Etant is que 
dQ* 
= — N), (82.3) 


le résultat obtenu se réduit à 


PR + LE LENE— 2 (NE + (N9] 0 


ou après la réduction des termes semblables et la multiplication 
par 4#T 


20% 
kr 
ou" 


— (Nÿ) =0. 


Comme la dispersion est égale par définition à (AV?) = (N?)— 4(N }, 
il vient 


(AN3 = TE (82.4) 
ou, si on prend en considération (82.3), 
(AN?) =kT © (82.5) 


Ainsi, La distribution de Gibbs pour la valeur des fluctuations du nombre 
moyen de particules conduit aux formules (82.4) et (82.5). En portant 
dans (82.4) telle ou telle expression du potentiel oméga on peut trouver 
la dispersion du nombre de particules dans le système. 

D’après (62.8) et (62.10) on a pour le gaz parfait classique 


ge. — ne (2m Vet, 
i.e. 
= 2 D mo 57e 
et 


(AND =RT ao e (M). (82.6) 
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Au $ 13 ce résultat a été obtenu par une méthode plus directe. (82.6) 
rend clair que la valeur relative de la fluctuation, i.e. le quotient 
de la racine carrée de la dispersion par le nombre moyen de parti- 
cules, est 
V{anN?) __1 
EN) vin) 


Puisque le nombre de particules qui se présentent dans des systèmes 
réels est extrêmement grand, les fluctuations ne sont pas en général 
perceptibles et il suffit seulement de connaître le nombre moyen de 
particules. Toutefois, lors des mesures très précises dans de petits 
systèmes les fluctuations interviennent et limitent dans une certaine 
mesure la précision. 

Considérons maintenant le gaz de bosons et calculons la dis- 
persion du nombre de particlues à l’état donné i. D'après (56.5) 


Qf = AT In (1—et4 7/6), (82.7) 
Ensuite, on a 
28 1 
De — = ET (82.8) 


(distribution de Bose-Einstein). La formule générale (82.5) implique 
(EE HVCRT) 


(An =kT UD = 


g PORLLURTE 
Il est commode de transformer cette égalité de la façon suivante: 
( 
PRCRULEENT en UT QUE 


=(n;)+ (ni, (82.9) 
où on a utilisé l'expression (82.8). Cette formule diffère de la formule 
classique, mais pour de grands y négatifs, lorsque le nombre moyen 
de particules à l’état donné (n;) est très petit, (7,)° peut être né- 
gligé devant (n:) et on obtient alors le résultat classique. 

La dispersion du nombre total de particules du système peut 
s'obtenir d’une façon parfaitement analogue en partant de l’expres- 
sion (56.6) pour le potentiel oméga 


QY—ATI In (1er), (82.10) 
Comme toute la différence entre (82.7) et (82.10) consiste dans le 


fait que dans le dernier cas la sommation porte sur tous les états à, 
le résultat final est naturellement de la forme 


AND = LE (n) (+0). (82.11) 


17—-01488 
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Ainsi, la dispersion du nombre total de bosons est égale à la somme 
des dispersions du nombre de particules dans chaque état i. Ceci 
témoigne de l'indépendance du nombre de particules dans des états 
différents. 

Après le passage de la somme à l'intégrale, la dernière expression 
se met sous la forme 

à ete-H)/@RT) 

(AN?) — | (nr) (1 + {n:)) ge de = Î een ée de, 


où on a encore utilisé l'équation (82.9). 

En adoptant u = 0, e — kw, en utilisant (57.5) et en prenant en 
considération deux polarisations possibles, on peut écrire pour les 
photons 

» nw/(&T) 4no® 
a e ao do 
AN =2 | ne “ro V 


Si on enregistre toutes les fréquences, la limite d'intégration infé- 
rieure est nulle et la limite supérieure est infinie; alors, 


8n (AT) t 

AND = Srysns nc) sh ri ms , 

où on a introduit la variable d'intégration sans dimension z — 
= hw/(kT). Etant donné que *) 


ë eXz° dz LÉ 
\ (ex— 4)? 3 ? 
(0 
on obtient finalement 
EL EL LE 
(AN?)= = (5) y. 


D'une façon analogue on peut calculer la dispersion pour les 
fermions. En utilisant les expressions (61.2) et (61.3) 


a 
î 


_res dz_ -Xz? d . 


RTS) ES 


n=1 


I 
M 8 
CEE 


œ 
La valeur de la somme > = F° est donnée, par exemple, dans [12]. 
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on aboutit aux relations 
(Ant) = (n;) (1—(n;)), (82.12) 
{AN®) =2 {n;) (1—(n;)). 


Après le passage à l'intégrale la dernière égalité se présente sous 
la forme 


ete -HYURT) 


(AN?= | ee PACE EME Le de. 
0 


Le problème des fluctuations du nombre de particules dans un 
volume donné est étroitement lié au problème des fluctuations du 
volume pour un nombre de particules donné. 
En effet, examinons pour être concret le 
gaz confiné dans un récipient (fig. 14.1) qui 


constitue un système à nombre de particules A Ë 
donné. Supposons qu’à la suite d'une fluctua- 

tion tout le gaz s’est rassemblé dans la partie A 

du récipient de façon que la partie B ne con- Fig. 141 


tient plus de molécules. Cet événement peut 
être interprété d'une autre façon. Supposons 
que nous considérons un système qui est le gaz contenu dans la partie 
À du récipient. La fluctuation consiste alors en ce que le nombre de 
particules contenues dans À a augmenté de AW. Il est évident que 
pour les fluctuations qui ne sont pas trop petites, lorsque la partie B 
contient beaucoup de particules, on a 


AF 
AN= EN, (82.43) 


où W est le nombre total de particules contenues dans le récipient, 
V son volume, AV le volume de la partie B. En élevant l'égalité pré- 
cédente au carré et prenant la nee on obtient 


(AV3) = —— (AN? ) AIT mr , 
où la relation N/V, égale aussi à la dérivée A) est la densité 
moyenne des particules. Si on substitue (AN?) tiré de (82.5) dans 
la relation précédente il vient 

(ay?) = KT D (CP). (82.14) 


Les transformations ultérieures ont pour but de présenter cette 
formule sous une forme plus simple. 

A la température constante, la pression est fonction seulement 
de nu. le potentiel oméga étant proportionnel au volume et la pres- 


1 
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C3 - Ld LA # + - - æ - 
sion étant déterminée par la dérivée Los Ceci fait qu’on peut écrire 


20 (26), (2). 
T T 


ôu 6P. ôu 
Puisqu'’on ;vérifie l'identité suivante: 
= (-+) Ho, 2 (—) = 200) 
ou  ôu oV ] —  uov — ou } —"ov ? 


(82.14) devient 
an=ar( (2). Ce 
N 
(En) 9) (7 Jr ee 


Pour un système à nombre de particules constant et à température 
constante 


a = (292) ar + (20), ap =0 


( ), rl ( SR 2. Te (Fu, T° 


Si on porte cette expression dans la formule de (AV?), alors, sous 
la condition d'une température constante, on obtient pour la fluc- 
tuation du volume dans un système à nombre de particules constant 


eve = —RT (S) (82.15) 


et donc 


EN), T° 


I1 convient de souligner que l'expression (82.15) concerne les 
fluctuations assez grandes, par rapport auxquelles l'hypothèse 
(82.13) est justifiée. Le système fluctuant doit également être assez 
grand (contenir un assez grand nombre de particules) pour qu'il y ait 
un sens de lui appliquer les relations thermodynamiques utilisées 
lors de passage de (82.14) à (82.15). 


$ 83. Fluctuations de l’énergie et de la température 


Considérons les fluctuations de l’énergie dans un système à nombre 
de particules fixe, confiné dans un volume déterminé V. Par défini- 
tion de l’énergie interne et en tenant compte de la condition de 
normalisation (cf. (53.2) et (53.3)), on peut écrire 

(Qe-$, +UN)/CRT) 
Se “N (Evy —U) = 0. (83.1) 
YN 
Supposons que le nombre de particules contenues dans le système 
est constant, i.e. N — (N }; alors, il est commode d’introduire l’éner- 
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gie libre (cf. (54.17)) 
FF =Q* +u(N). 
La relation (83.1) devient 


D (E,—U) DR EE Le (83.2) 
v 


Pour calculer la déviation quadratique moyenne de l'énergie 
par rapport à la valeur d'équilibre, i.e. ((8, — U)?) on peut dériver 
(83.2) par se à la température. Alors, on obtient 


2 (Ev— [+ TT _ — ps (F* _£ )]e er -EN/ED 
FF Der EAN 0. (83.3) 


Puisque d’après (54.20) 
oF* _ 9Q* 
ÔT OT ? 


l'équation de Gibbs-Helmholtz (54.11) entraîne 


aF* 


T7 


—F* TE (OS + LAN) = FU 


et par conséquent (83.3) conduit à l'équation 
1 —: au 
D 7 (Es —Upet"-Ern  [S) 20. (83.4) 
. v 
Etant donné que 
CAE) = (EU) = D (Es —U}re?" 60/87, 


la dispersion de l'énergie se calcule d'après la relation simple sui- 
vante: 


AE =xr (ST). (83.5) 
Etant donné que 
C4 
(Fr), =Cvs 


où Cy est la capacité calorifique du système à volume constant, 
(83.5) peut s’écrire 


(AËE) = KT'Cy. (83.6) 
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Les formules (83.5) et (83.6) sont justement les relations principales 
qui déterminent la valeur des fluctuations de l'énergie dans un système 
à nombre de particules constant considéré à volume constant. 

Si le système est considéré à volume constant et si le nombre de 
ses particules est constant, du point de vue macroscopique la varia- 
tion de l’énergie interne est liée à la variation de la température 
du système. Ceci fait que les fluctuations de température peuvent 
se calculer d’après (83.6). En effet, 


C4 = 
AU = (5), AT =CrAT, (83.7) 


donc, on adopte 
(AËS) = Cy(AT*). 

La comparaison de cette expression avec (83.6) montre que 
(AT?) = kTC;.. (83.8) 


Considérons le sens de la dernière relation. Dans la théorie de 
Gibbs la température figure comme un paramètre constant caracté- 
risant en fin de compte le thermostat ; il semble donc qu'il ne con- 
vient pas de parler des fluctuations de température. Cependant, 
pour la mesure de la température il faut envisager comme thermostat 
la partie du corps en contact avec l'appareil de mesure. L’inertie de 
ce dernier, i.e. le temps qu’il faut pour que les lecteurs se stabilisent, 
détermine en même temps le volume de la partie du corps où, pendant 
ce même temps, s'établit l'équilibre thermique. Par capacité calori- 
fique figurant dans (83.8), sous condition que pour le thermomètre 
lui-même elle est négligeable, il faut entendre justement la capacité 
calorifique de cette partie. Si la constante de temps de l'appareil 
de mesure est telle que l'équilibre thermique ait le temps de s'établir 
dans le corps tout entier, les lectures de l'appareil caractérisent les 
fluctuations de température de ce corps. 


$ 84. Fluctuations d’autres grandeurs thermodynamiques 


Les expressions de (AV=®}) et (AT®) obtenues dans les deux para- 
graphes précédents permettent de considérer les fluctuations de 
toutes les grandeurs thermodynamiques ayant lieu dans les systèmes 
dont le nombre de particules est constant. 

Notons au préalable que les fluctuations de volume et de tem- 
pérature dans le sens envisagé plus haut sont statistiquement indé- 
pendantes. Ceci résulte de ce que les fluctuations de volume étaient 
examinées à température constante et étaient au fond conditionnées 
par la fluctuation du nombre de particules, alors que les fluctuations 
de température étaient examinées à volume constant et à nombre de 
particules constant, i.e. n'étaient liées d'aucune façon aux fluctua- 
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tions du nombre de particules. Si on compose le produit AVAT et 
calcule sa moyenne, en vertu de l'indépendance de AV et AT, ce 
calcul peut se faire indépendamment d’abord par rapport à AV, 
puis par rapport à AT. Ainsi, 


(AV AT) = (AV){AT). 


La moyenne de la fluctuation de volume, aussi bien que celle de la 
fluctuation de température, étant nulle, il vient 


(AV AT) = 0. (84.1) 


Considérons le procédé général de calcul de la valeur des fluctua- 
tions sur l’exemple de la fluctuation de pression. En se bornant, 
comme dans ce qui précède, à l’examen des fluctuations dans des 
systèmes petits, mais macroscopiques qui sont les seuls à justifier 
l'introduction de la notion de pression, on peut admettre que la 
variation de pression, le nombre de particules étant constant, est 
une conséquence de la variation de volume et de température: 


AP= FF), AV+ F}), AT. 


En élevant cette relation au carré et en prenant la moyenne, on 
trouve 


ame (2) aro+2(2), (de) avan+ (Se) ar 


ou, compte tenu de l'indépendance statistique des fluctuations de 
volume et de température, 


cap (HE) caro + (LE), car. 


Les expressions de (AV®) et (AT?) ont été obtenues précédemment 
de sorte qu'après les avoir porté dans la dernière égalité, on obtient 


aps (#r) [er (2),]+ (25 
(+ (HE) 


Par des transformations quelque peu volumineuses, que nous ne 
reproduirons pas, nous pouvons montrer que (84.2) est équivalent 
à l'égalité 


care ar (4), 


< P PRE : à 
où (). est la dérivée de la pression par rapport au volume à entro- 
pie constante, i.e. dans un processus adiabatique. 
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A titre de deuxième exemple considérons les moyennes du pro- 
duit des fluctuations du volume et de la pression. Etant donné que 


AvAP=av[ (5). av+ (S),4T]= 


ov ôT 
=($),47+($) VAT, 


après le calcul de la moyenne, compte tenu de (84.1), on obtient 
(AP AV)= ($), (AV?), 
ou après la substitution de (AV?) 
aan (), (in (eur 


Ainsi, les fluctuations de la pression et du volume sont indépen- 
dantes. La relation mentionnée montre que puisque le deuxième 
membre est négatif, l’accroissement du volume s'accompagne en 
moyenne d’une diminution de la pression, et inversement. 

D'une façon analogue on peut montrer que les fluctuations de la 
pression et de la température sont interdépendantes: 


PjATy= (5), AV an+(+), (AT = 


SP) jar 4° (2P 
(Sr {AT = Cv Cr), 

Ces exemples suffisent évidemment pour pouvoir comprendre la 
méthode qui est commode pour le calcul des fluctuations des diffé- 
rentes grandeurs thermodynamiques. 


$ 85. Courants de bruit 


Examinons maintenant la question des courants de bruit qui 
présente de l'intérêt du point de vue pratique; ces courants déter- 
minent souvent la sensibilité limite des appareils de mesure radio- 
techniques modernes. Bornons-nous à la version simplifiée de la 
Fe pour qu’on puisse utiliser un formalisme mathématique 
simple. 

Soit un conducteur de longueur Z et de section droite S parcouru 
par un courant électrique Z. On dit que dans ce cas il s’agit d'un 
élément de courant Il. Pour notre étude il est commode de présenter 
l'élément de courant sous une autre forme. Comme l’intensité de 
courant est liée à la densité de courant par la relation 7 = iS, et la 
densité de courant peut à son tour, en vertu des formules (21.14) 
et (21.2), être mise sous la forme 


i = —ej = —en(v), (85.1) 
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où n est la concentration des électrons et (v) leur vitesse moyen- 
ne, on a 


Il = iSl = iV — —e{vinV — —eçw){N) 


(V = SI est le volume du conducteur, {VW ) — nV le nombre d'élec- 
trons dans ce volume). 

L'expression obtenue admet l'interprétation physique suivante. 
L'électron possédant la charge —e et se déplaçant à la vitesse v est 
un élément de courant —ev. L'élément de courant 71 est simplement. 
la somme des éléments de courant des électrons isolés. Nous adopte- 
rons cette affirmation pour base et admettrons qu'elle est exacte, 
c'est-à-dire qu’elle est valable non seulement pour les valeurs moyen- 
nes, mais aussi pour les valeurs instantanées, de sorte que 


I (t) => — Vaxs 
œ 


où + est la valeur instantanée de la projection de la vitesse de 
l’électron de numéro «@ sur la direction du courant (axe des x). La 
somme est prise sur tous les électrons se trouvant dans le conducteur. 
La dernière relation pour l'intensité de courant instantanée implique 


ROUE (85.2) 


L'analyse qui suit s'appuyera sur cette équation. 

(85.2) entraîne qui le courant est une variable aléatoire et ceci 
pour deux raisons. D'une part, les vitesses des électrons comportent. 
une composante définie par l'agitation thermique désordonnée. 
D'autre part, le nombre d'électrons dans le conducteur est également. 
aléatoire, de sorte que le nombre de termes sommés subit des fluc- 
tuations. 

Calculons la dispersion du courant qui est par définition 


(AI?) = {IT (&) — GP). 
En appliquant (85.2), on obtient pour la dispersion 


(A2) = Ç [+ 3 va — + (ax) (M) [. (85.3) 


Supposons que le conducteur est parcouru par un courant cet. 
admettons que la vitesse de l’électron de numéro @& peut s’écrire 


Vax = Vox) + AVax 


où (+) est la valeur moyenne de la vitesse (différente de zéro, 
puisqu'il y a circulation du courant) et Av, la vitesse thermique 
aléatoire. La moyenne de la vitesse thermique est, naturellement, 
nulle; d'autre pait, les vitesses thermiques des différents électrons 
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sont indépendantes. En portant la dernière expression dans (85.2), 
-on obtient pour la dispersion du courant 


AI) = + [D (ax) + Avaz)— 
œ 


— (as) (M) [9 = [D &os+ X Aus —qus) (M) F5. 


La somme Y (wa) est égale à (+) N, où WN est la valeur instanta- 
C2 
née du nombre d'électrons. Posons 
=(N) + AN, 


-de façon que AN soit l’écart du nombre d’électrons par rapport à la 
moyenne. L'expression de la dispersion se met alors sous la forme 


GA) = 5 CL UN) Gus) + AN (bus) + D Atax — (ax) (N) 
a 


-ou après la réduction des termes semblables 
(Al)= TK [ Las) AN+Y Avez] ) | 
œ 


Les fluctuations du nombre d'électrons et les fluctuations de la 
vitesse des électrons sont indépendantes; donc, les moyennes des 
produits Av, ,.AN sont nulles. Après avoir élevé au carré et pris la 
moyenne on peut écrire 


AI) = & [ (ax) (AN?) + «{ DECODIE 
+ 


‘Si on tient encore compte de l’indépendance des vitesses des diffé- 
rents électrons, en prenant la moyenne sur les vitesses on obtient 
-Sans peine 


Z Aux) D 77 à (Avax) = N (Av). 
Prenons maintenant la si die sur le nombre d'électrons; il vient 
(AI D=+ (Vas)? (AN? + = (N) (AV&zx) - (85.4) 
(85.4) montre que la dispersion du courant comporte deux com- 
posantes. L’une d'elles est liée aux fluctuations des vitesses des 


électrons et s'appelle bruit thermique ou bruit de Johnson. Elle ne 
dépend pas de l'intensité de courant (de la vitesse du mouvement 
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orienté) et de ce fait s'observe également lorsque le conducteur n'est 
pas parcouru par le courant. La deuxième porte le nom de bruit de 
grenaille, ou encore d'effet de Schottky. Elle est liée à la fluctuation 
du nombre d'électrons et ne se manifeste que lorsque le conducteur 
est parcouru par le courant. On l'appelle parfois bruit de généra- 
tion-recombinaison, ce qui dépend de la cause qui est à l’origine de 
la fluctuation du nombre de particules. 

Obtenons des expressions plus commodes pour les deux compo- 
santes du courant de bruit. 

Il s'ensuit de (85.4) que la valeur quadratique moyenne du bruit 
de grenaille est 


A 39 = E (Vas) (AN). (85.3) 


Si les électrons forment dans un conducteur un gaz électronique non 
dégénéré, comme c'est le cas, par exemple, d'un semiconducteur 
à concentration des électrons pas trop grande, alors, en vertu de 
(82.6) 

(AN?) = nV. 


En portant cette expression dans (85.5), on peut écrire 


à e? . e(v n V 
(A Tor) = (Cox) "nV epesr TT. 
V/I — S étant la section du conducteur et L/{w,,) — t, le temps de 
vol, i.e. le temps pendant lequel l'électron passe par le conducteur, 
on obtient à partir de la dernière relation, compte tenu de (85.1), 
ie Sel : 
(AT = TS (85.6) 

La composante du bruit due à l'effet Schottky peut être inter- 
prétée physiquement de la façon suivante. En se déplaçant dans le 
conducteur à la vitesse moyenne (v,,) chaque électron crée une 
impulsion de courant d'une durée égale au temps de vol *). Les 
impulsions de courant des électrons isolés sont aléatoires dans ce sens 
que l'instant de leur apparition est dû au hasard. 

Pour déterminer la réaction des circuits et des appareils couplés 
au conducteur au bruit de grenaille, il est opportun de passer à la 
représentation spectrale, i.e. de présenter l'impulsion de courant sous 
la forme de la somme des signaux sinusoïdaux. Cette représentation 
peut s’obtenir en utilisant le développement de Fourier. La repré- 
sentation spectrale simplifie l’étude, étant donné que le passage 


. ..*) Dans le cas du bruit de génération-recombinaison la durée des impulsions 
isolées est déterminée non pas tant par le temps de vol que par la durée de vie 
de l’électron, i.e. par le temps moyen de son existence. aui est en général bien 
supérieure au temps de vol. 
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du signal sinusoïdal par le circuit électrique se calcule sans peine, 
si on connaît la caractéristique fréquentielle du circuit. 

La théorie du développement de Fourier enseigne que la densité 
spectrale S (w) de l'impulsion de courant, dont la forme est définie 
par la fonction f (t), se calcule d'après la formule (cf. [12]) 

1 
S(L)= Î f(t)e-iut dt. 


Dans notre cas, ayant en vue la forme rectangulaire de l'impulsion 
de courant, dont l'amplitude est notée À, et choisissant l'origine 
du temps au milieu de l’impulsion, on obtient 
+t9/2 
S(&)= | 4e-iur ds. 
-t0/2 
Le calcul de cette intégrale conduit au résultat suivant : 


: _ (et __ A , sin(oto/2) 
S (w)= io = 2x lo &t,/2 
L'énergie de ji D spectrale de fréquence w est pro- 
portionnelle au carré du module de la densité spectrale à cette fré- 
quence : 
A°t$ sin? (@{9/2) - 
217% (0 
ISOP=TE a (85.7) 
La courbe de cette fonction est représentée sur la figure 14.2. Elle 
atteint le maximum à la fréquence nulle et décroît progressivement 
avec la croissance de la valeur absolue de la fréquence. Avec w — 
= 2a/t, la fonction s'annule 
pour la première fois, après 
quoi sa valeur est très petite. 
Pour w = 0 


IS (0)11= ES. 


Il est commode d'intro- 
24/1, 0 2r/t, w duire la notion de bande de 
fréquences, où le bruit de 

Fig. 14.2 grenaille est différent de zéro. 

A cet effet on remplace la 

fonction réelle | S (w) |? par un rectangle suivant le pointillé de la 
figure 14.2. La hauteur du rectangle est égale au carré du module de 
la densité spectrale au maximum |S (0) |*, alors que la largeur 
est choisie telle que l’aire du rectangle soit égale à l’aire sous la 
courbe de | S (w) °. La largeur est notée 2Aw du fait que seules les 
fréquences positives ont un sens physique. Voici l’écriture mathé- 
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matique de l'égalité des aires: 
+ co 
24018 (0)12=— | 15 (u)l* do. 


Puisque 
Te T sin° (@t5/2) 2 T° siot 
2 1n* Sin° L 
SG 1507 | ado = 15 (01 [ tag, 
et *) 
1 SE dy, 
il vient : 
240 = 2x/t,. 


Si au lieu de la fréquence cyclique w on introduit la fréquence ordi- 
naire f, alors on obtient pour la bande de fréquences où le bruit de 
grenaille est différent de zéro: 


1 
Afer= 


Ainsi, le bruit de grenaille a pour expression 
(A Er) = 2el Afgr. 


Il se peut que le dispositif couplé au conducteur producteur de 
bruits ne réagit pas à toutes les fréquences contenues dans le spectre 
du bruit de grenaille. S'il laisse passer la bande de fréquences Af 
contenue dans la gamme de fréquences à proximité du maximum 
de sensibilité spectrale, i.e. de fréquences sensiblement inférieures 
à f = 1/t, à laquelle la densité spectrale s’annule, le bruit est dé- 
terminé par la puissance des composantes spectrales passantes. 
La puissance du bruit passant par le dispositif qui est proportion- 
nelle au carré de l'intensité de, courant, est d'autant plus faible que 
la puissance totale du bruit de grenaille, que la bande du dispositif Af 
est plus petite par rapport à la bande Af,.. Ainsi, le bruit de grenail- 
Le agissant sur l'appareil couplé au conducteur possède une dispersion 


(AE) = 2e Af, (85.8) 


*) L'intégration par parties donne 
+o +oo + 


; Fra : : 
\ sin? y in? y ae | anse de | a dy. 
—œ 


dy = — —— 
gs Yÿ  Î- 


-œo —-æo 


La dernière intégrale est égale à x (cf., par exemple, [12]). 
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qui est proportionnelle à l'intensité de courant dans le conducteur et 
à la bande de fréquences de l'appareil. 

Le passage d’un courant aléatoire par un conducteur de résistan- 
ce R engendre dans ce dernier une tension aléatoire. La valeur 
quadratique moyenne de cette tension peut s’obtenir aisément en 
multipliant (85.8) par le carré de la résistance: 


(AU) = RAÏ) = 2eIR'Af. (85.9) 


La puissance du bruit de grenaille dans le conducteur se calcule 
d'après la formule 
P = (AE) R = 2eTRAf. 


Passons maintenant au bruit thermique. La dispersion du courant 
du bruit thermique est d'après (85.4) 


(AIT = SN) (AB). 


Etant donné que (v£,) — kT/m,, et le nombre moyen de particules 
(N) = nŸ, il vient 
Sax ny. AT | 
Supposons que d'une colli- 
sion à l’autre les électrons 
se déplacent pendant le même 
temps t indépendamment de 
leur vitesse. La projection de 
la vitesse thermique d’un 
Fig. 14.3 électron isolé sur l'axe des z 
considérée en fonction du 
temps est alors de la forme représentée sur la figure 14.3, i.e. le 
courant conditionné par l’électron donné est une suite d’impulsions 
de même durée, mais d'amplitude différente. 
La mobilité des électrons du modèle envisagé est égale à 


n = et/(2m,). (85.11) 
En effet, un électron se déplace dans le champ £ avec une accéléra- 


tion a = —eE/m,. Sa vitesse croît depuis zéro après la collision 
: LE 
jusqu’à 


_ 


v = at = —eEr/m, 


avant la collision suivante, après laquelle il perd de nouveau la 
vitesse orientée du mouvement. La vitesse moyenne de la dérive 
vaut ainsi 


d'où l'on tire la formule (85.11). 
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Si (85.10) est multipliée et divisée par t, on peut écrire 
2 enVRTT _o et VO RT _o VAT 
OR nee on Re Mie 


En introduisant la conductivité o = Fe on trouve 


(AI) = 20 À V2 À 


FN +: 
Puisque la résistance du conducteur est 
l a 
RSS on: 
la formule obtenue peut se mettre sous la forme 
AT 1 
(AT?) = 7 


On admet que les impulsions Fe du courant thermique 
sont de même durée; le passage à la représentation spectrale se fait 
donc absolument de la même façon que dans le cas du courant de 
dérive. Il en résulte 


(A IE = 4 À CR — At, 


où Af — 1/2r est la bande de fréquences du bruit thermique. + étant 
très petit (de l’ordre de 10-!? s à la température ambiante), le spectre 
du bruit thermique est pratiquement régulier depuis la fréquence 
nulle jusqu'aux très hautes fréquences de l’ordre de 1/1. Ces fré- 
quences correspondent à la gamme millimétrique des longueurs 
d'onde. En tenant compte, exactement de la même façon qu'aupara- 
vant, du rôle de la bande passante de l'appareil, on calcule la valeur 
du bruit thermique sollicitant nue à bande passante Af: 


(AIS = ae TR A f. 
On obtient pour la valeur moyenne a carré de la tension des bruits 
thermiques 
(AU?) = 4kTRAf, (85.12) 
et pour la puissance du bruit thermique 
| P = 4kTAf. 


Les trois dernières expressions déterminant la valeur du bruit 
thermique dans un circuit électrique portent le nom de formules 
de Nyquist. 

A titre d'exemple évaluons la tension du bruit thermique pour 
le conducteur examiné précédemment et un amplificateur, admet- 
tant que la température est ordinaire (300 K). Puisque dans les deux 
cas la résistance est égale à 100Q, d’après (85.13) on obtient 


V AUD = V &TRAÏ = V 41,38-1072. 300. 100 - 9900 — 0,12 uV. 


ANNEXE 


1. Intégrale de probabilité pour de petites 
et de grandes valeurs de l’argument 


Pour r,< 1, dans l'intégrale 
Xo 


©® (x0) = FE | e*"* dr 
0 


Aa variable z plus petite que r, est également inférieure à l'unité et l'exponen- 
tielle peut être développée en série rapidement convergente. On a alors 


D (x) = = Île (5)... ]u- 
7 7 (#0 St }. 


Si on se borne au premier terme de la série, il vient 
2 
D (&)= }/ 2 20 


<t comme le montre l'expression précédente l'erreur pour rx,< 1 est inférieure 
à1/4, i.e. à 15 %. La prise en compte de deux termes assure la précision de 2,5 %. 
Pour r, > 1, l’intégrale de probabilité est évaluée d'une autre façon. 


Ecrivons 
o()=1— 2 | es . 
xXo 


Si zo est grand, l'intégrale est petite et © (x0) est proche de l'unité. Transformons 
<ette expression de la façon suivante: 


D (x) =1— Va [Les (+) st y = te"). 


Xo Xo 


En procédant maintenant à l'intégration par parties, on obtient 


= | La (e-* ny 2L 224 : Î ed. 
Xo 


Xo 
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Le facteur r-* fait que la dernière intégrale du deuxième membre est au moins 
de r-$ fois plus petite que l’intégrale initiale. Ainsi, si x, est grand, on a 


— æ — 
V2 [ e”*?/2 dz = 2 1 ,-xÿ: 
nm 7 % 


Xo 
et donc 


® (xzo) = 1— : 1,7%" 


avec une erreur d'ordre 


2 1 x 


Pour x, >> 2, cette formule assure une précision suffisante dans la plupsrt des 
calculs pratiques. 


2. Calcul de certaines intégrales très usitées 
L'intégrale 
+ L 
1@= | 0" ap. 


ainsi que bien d'autres qui lui sont proches, mérite d'être examinée de plus 
près du fait qu'elle est très fréquente en statistique. Il s'avère plus commode de 
calculer non pas J (B), mais le carré de cette intégrale. La variable d'intégration 
pouvant être notée de n'importe quelle façon, il vient 


+oo + co 
12 (B)= e”P*° ae | el dy. 
— — 00 


Le produit des intégrales peut être présenté sous Ja forme d’une intégrale double 
prise sur le plan (x, y) tout entier: 


+0 +00 
1:48) = ( \ e-BC+7) Q7 dy. 
Le “œ 


Les calculs ultérieurs deviennent plus simples si on passe aux coordonnées 
polaires sur un plan. Etant donné que 


z° + y? = p°, 
où p est la distance entre le point de coordonnées x, y et l'origine des coordon- 


nées, et que dans le système de coordonnées polaires un élément de surface dS 
est de la forme 
dS = pdpdg 


(® est l'angle polaire), on a 


18—01488 
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L'intégration étant étendue à tout le plan, p varie de 0 à « et l'angle œ de 0 
à 21. L'intégrale sur @ donne 2x et alors 


12 (B)=27 e-PP°p dp=x/B, 
C] 
i.e. — 
1(B)= VB. 


D'après l'intégrale calculée on trouve sans peine les valeurs de toute une 
série NT es intégrales qui se présentent en statistique. Ainsi, si on dérive 
l'identit 


+oo 
Va= | eo" ap. 


par rapport à B, on obtient 
RS 
re BS/2 = — pie BP>z dPx. 
-œo 


En dérivant encore une fois cette relation par rapport à B, on trouve 
+oo 


Je -Bpx 
4 VaB-se= i PXe  “dPs 
0 


etc. En procédant ainsi on obtient facilement les valeurs des’intégrales sui- 
vantes: 


+ a 1:3-5 (2 4) 
vf a 3.5 ... (2n— 
[ire Pape V peer ED, 
-œ 


3. Théorème de l’équipartition de l’énergie 
cinétique suivant les degrés de liberté 


Considérons la démonstration du théorème de l'équipartition de l'énergie 
cinétique suivant les degrés de liberté. Supposons que la position du système 
dans l’espace est déterminée par 3N coordon- 

nées. Etant donné que ces coordonnées peu- 

vent être non seulement des distances éta- 

blies suivant les axes d’un système cartésien, 

mais aussi d'autres grandeurs quelconques 

telles que les angles de rotation d’un corps 

x solide, nous les appellerons coordonnées 

généralisées et noterons g;. Si le nombre 

minimal de coordonnées généralisées Qus Is see 

..., gs Décessaires pour déterminer com- 

lètement re prise su LE ou 

: ’espace est 3N, on dit que le système possède 

Fig. A8 3N degrés de liberté. Ainsi la position d'un 

: corps solide placé sur un axe fixe autour 

duquel il peut tourner, n'est déterminée que par une seule coordonnée pour 
laquelle il est commode d'adopter l'angle de rotation +. Si on prend pour l'axe 
de rotation l’axe des z, l'angle de rotation œ peut se compter à partir d’une 
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certaine direction prise pour l’axe des z, comme il est montré sur la figure A.3. 
L'angle e est la coordonnée généralisée du système donné qui possède donc un 
degré de liberté. pas 

La dérivée de la coordonnée généralisée par rapport au temps s'appelle 
vitesse généralisée, et dans l'exemple mentionné elle coïncide avec la vitesse 
angulaire w: 

e 
® = ©. 

Les coordonnées cartésiennes d'un point qsonde du système sont uni- 
voquement définies par les coordonnées généralisées, c'est pourquoi sa vitesse 
est une fonction linéaire des vitesses généralisées. En effet, supposons que la 
coordonnée cartésienne z; de l'un des points du système est fonction des coor- 
données généralisées q1; Qa + - + Gr 


Zi = fi (Gus Qu © + GsN)i (43.1) 
alors 
4 
° _ dis , ofi: ôfi + vw ôfr: 
Vix—=Ti= 0q1 ar 092 Gs—+... + ET IaN = à ôq) dj, (A3.2) 
ôfi 


où les dérivées Sa tout en dépendant des coordonnées généralisées, ne dépendent 


pas de leurs dérivées. i.e. des vitesses généralisées. Ainsi, pour les points d’un 
corps solide en rotation autour de l’axe des : 


Zi = rCoSP, Yi = ri sin, (A3.3) 
où r; est la distance du point à de l’axe de rotation; donc 
Vix — z = — r; sin pp É (43.4) 
e e 
y Ti cos p-®. 


L'énergie cinétique du système 
mivê, mivi, miv?, 
&e= > ( 2 +2 2 


ä 
Si on porte dans l'expression de l'énergie cinétique les valeurs des composantes 
de la vitesse exprimées en fonction des vitesses généralisées d'après (A3.2), il 
s'avère que l'énergie cinétique est une fonction homogène de‘deuxième degré 
des vitesses généralisées, c’est-à-dire qu'elle est de la forme 


Ec=T ciygign (A3.5) 
ä,J 
où a; sont des coefficients qui peuvent dépendre en général des coordonnées. 


généralisées (mais non des vitesses généralisées). Pour un corps solide qui tourne 
sur l'axe fixe des z 


mi; Li 
&e= >, 37 is + Vip) 
î 
où m; est la masse de son t-ème élément. En portant les valeurs des vitesses. 


de (A3.4) on trouve l'expression?de l'énergie cinétique en fonction de la vitesse 
généralisée : 


miré e, 2 
6e= >, 3 : P—=l——, (A3.6) 


18» 
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I=S mir? 
î 


est le moment d'inertie d'un corps solide par rapport à l'axe de rotation. Ainsi, 
dans ce cas concret, le corps possède un degré de liberté et le coefficient unique 
an dans (43.5) vaut la moitié du moment d'inertie. 

L'impulsion d’un point matériel appartenant au système peut être mise 
ous la forme 


_ 8 [Mix è mi _ d6c 
Pix =MiVix = dix (—=) TT À HE TE (43.7) 


Par analogie avec (A3.7) on appelle impulsion généralisée p; la dérivée 
de l'énergie cinétique du système par rapport à la vitesse généralisée : 


06 . 

pi = À api: (43.8) 
ôqi j 

(A3.8) montre que l'impulsion généralisée est une fonction linéaire des vitesses 

généralisées et donc inversement, la vitesse os peut être représentée 

comme fonction linéaire des impulsions généralisées. Ainsi, pour le cas de rota- 

tion d’un corps solide autour d'un axe fixe, l'impulsion généralisée est 


ê! ] 10° e 
pe LE () Gr, (A3.9) 
gp 49 


i.e. c'est le moment cinétique. nn ; | 
Si les vitesses généralisées sont exprimées en fonction des impulsions à l'ai- 


de des équations (43.8) 
g= D) AP (A340) 
i 


et les expressions obtenues sont portées dans (43.5), l'énergie cinétique sera une 
fonction homogène de deuxième degré des impulsions généralisées, i.e. s'écrira 


6c=X bupips. (A3.11) 
4,3 
Pour le cas envisagé on tire de (A3.9) 
® = o= plI 
et d'après (A3.6) 
Ip? _P° 
cr 27) (A3.12) 


de sorte que le coefficient unique b:, est égal à 
by = 1/(27). 
Etant donné que l'énergie cinétique est une fonction homogène ‘du deuxième 
degré, d’après le théorème d’Euler on a l'identité suivante: 


1 26 
6= Dir. (43.13) 
î 


9Pi 


Cette relation de la mécanique classique est à la base de la déduction du théorè- 
me de l'équipartition de l'énergie cinétique suivant les degrés de liberté. 
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L'énergie cinétique revenant à l’i-ème degré de liberté est donné par le 
terme de l'expression (A3.13) d'indice i: 


_A1,, 6e 
Éci= 2 Pi ETYE (43.14) 


Pour la moyenne de l'énergie cinétique relative à l'i-ème degré de liberté, il 
convient d'écrire conformément à la distribution de Gibbs 


(Sci) = | Eu: du = Î _. Pi Li dr. (A3.15) 


L'énergie totale du système # est la somme des énergies cinétique et potentielle, 
mais l'énergie potentielle ne dépendant pas des vitesses et, par suite, des impul- 
sions, il vient 


Ceci permet de récrire (A3.15) sous la forme 


e 1 ù 
(Sci) = | T Pi _— ar E)/(RT) dr, 


où dl est un élément de volume de l'espace des phases: 
dl = dr; dyx d21 do due de ... dzx dyxv dzx X 

X dPx1 dPy1 dP:1 dPxe dPy2 dPz2 +++ dPxn dpyx AP:x. 
L'intégration devient plus facile si on passe des coordonnées et des impulsions 


cartésiennes aux grandeurs généralisées. Les mathématiques enseignent que ce 
passage se fait d’après la règle 


: d7 = J dq. . .dgsy dpi. + - dpsxs (43.16) 


ou 


J= O(Z1Y121 +. ZNYNZNPx1PyaPz1 ++ PxNPyNP2N) _ 
9(q1 +++ GaNs P1 --- GsN) L 


Ôzi 0x1 ? Oz1 07: 
04 6q3N OP: OPsX 
02Y% CA È LU dx 
_| 97 7" ds _9P 7 dpsx 
dPx1 OPx1  OPx1 dPx1 
CA 09sN OP ‘‘ OÔpsx 
dPzN OP:zN. OP:N dP:N 


0491 ‘‘‘ sn OÔPp1 ‘‘‘ OPsN 


est le déterminant qui porte le nom de jacobien. 

, _Les coordonnées cartésiennes ne dépendant d’après (A3.1) que des coordon- 
nées généralisées, toutes les dérivées par rapport aux impulsions généralis ées, 
placées dans le coin droit supérieur et séparées par le pointillé, sont nulles. Ce- 
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ci fait que le jacobien est partitionné en un produit de deux déterminants: 


Ôz1 CET dPx1 dPx1 
ôqi 03N 9P1 OP3N 
Plus) eu are 
CHRS 9zN dPzN OP:N 
041 dq3N dP1 dP3x 


On peut montrer que ce produit est égal à l'unité. A cet effet, l'énergie 
cinétique dans l'expression (A3.7) 


96 
Pi=— 
ôqi 
est considérée en fonction des variables cartésiennes: 
‘6 ôv d6 CAN ôv d:x 
me RE rca à Gr nr à, 
x1  ôqi EN qi ôqi qi 
La relation obtenue montre que 
OUx1 __ OPt OV:N _ OPi 
— = —<— , .., = — 
ôqu  Px1 ôqy PEN 


D'autre part, (A3.2) et des relations analogues entraînent qu'après la dérivation 
par rapport à q 


Ovx1 __ Ôz dv:x __ 0zy 
PS rt 
ôgi 2qi 09; dqi 
donc 
pi __ Ôz Opi _ 02x 


OPx1 091" OP:N Ôqi 
Ainsi, le premier déterminant peut s'écrire 


dpi dPsN 
dPz1 dPzx1 
9P1 OPsN 


OP:N  OPzN 


En y permutant les lp et les colonnes, ce qui ne change pas la valeur du 
déterminant, écrivons le jacobien sous la forme 


9P1 OP: OPx1 ÔPx1 
OPx1 ‘  ÔP:N dpi ôPaN 

Lee DRE ANS PR UE LE 
dPaN Opsn OpzN OPEN 
dPx1 OPzN ôpa dPaN 
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Si maintenant on procède à la multiplication en observant la règle « ligne par 
colonne », il vient 

ôP Pi mi 

OP1 GP:  ÔPsN 


OpsN OPsN . OPsn 
ôP1 ÔP2 dPsN 


£.e. en fait 
4 0...0 
0 1...0 
Jak: set, (A3.17) 


0 N...1 
puisque SE = et 2e =0 (i  j). Ainsi, on a montré que le jacobien est égal 
à l'unité; donc, la moyenne de l'énergie cinétique revenant à l’t-ème degré de 
Liberté est définie par l'expression 
1 F-$)/(& 
(&c1)= | 7 Pi He SUER dg1 ... das dp1 ... dpsn. 

Intégrons d'abord sur p; en tenant compte que les valeurs possibles de 

l'impulsion généralisée s’échelonnent de —o à oo. Etant donné que 


CC 


+o 

pi 08 (P-8/UT 3, _ _ ÀT ( Ô | (F-$YUT) 
( 2 n° dp;= 2 Pr fe Jdps, 
- 


après l'intégration par parties on obtient 


+oo 

pe 06 (F-SYRTD 3, KT (F-@yuT)|+® 
f 2 om ° dpi=——- pe + 
CT] 


»T Ni 
++ [ 8/0 à 
-œ 


Le premier terme s'annule du fait que pour la valeur infinie de l'impulsion 
généralisée l'énergie du système est également infinie, ce qui rend le facteur 
exponentiel infiniment petit. Maintenant l'expression de ($c;) peut s'écrire 


kT (F-S$)/(R 
Gy= + | e LUA do: co. Agen dP1 ... Ps: 


Pi. 


fe. 
(Su) = kT/2, (43.18) 
du fait que d’après la condition de normalisation 


F-$)/(R _ 
Î e' een CUA .. dgsx dpi -. dpsn = Î Ad een dr =1. 
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La formule (43.18) est justement l'écriture mathématique du théorème de 
l’équipartition de l'énergie cinétique suivant les degrés de Tiberté. 

A titre de conclusion notons qu’une relation analogue peut s'obtenir égale- 
ment pour l'énergie potentielle, mais à cet effet il faut satisfaire aux conditions 
suivantes. 

Premièrement, l'énergie potentielle doit être une fonction quadratique des 
coordonnées généralisées q;, de sorte que 


1 08 
&p= 2 DURE (A3.19) 


Deuxièmement, es cinétique ne doit pas dépendre des coordonnées 


généralisées, de façon que la relation (A3.19) puisse s’écrire 


1 98 
Ep = > ZT i— . 
L 
Maintenant, pour la moyenne de l'énergie potentielle relative à l’t-ème degré 
de liberté, i.e. pour 
1 06 
(En) = Cu ; 


en tenant compte que le jacobien est égal à l'unité, on trouve d'après la règle 
générale 


ô = 
E er EV ED des 


1 
(énd= | ru .. dqsx dP1 +. ApsN- 
J 2 ôq 


L'in ration est réalisée de la même façon que dans le cas précédent et conduit 


àl it 
(Epi) = kT/2. (43.20) 


4. Passage au référentiel associé au centre de masse 
D'après (76.2) 
Pa = —"2— ps + Pr, 
(m1+m2) (A4.1) 
CL PAR 
a (m1+ me) Ps Pr 
Puisque 
dQ,d@, = 1J1d9,d@,, 


où J est le jacobien de la transformation de p1, Ps eRPs, Pr, il faut calculer ce 
jacobien. On a 


OPix OPix OPix Pix  OPix  OPix 
OPsx Psy OPsz OPrx OPry OPrz 
OPiy OPiy 


se 


ee 


ÔPez OPez OPez OPez OPaz OPaz 


OPsx OPsy OPsz OPrx OPry  OPr: 
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Les dérivées correspondantes se calculent sans peine à l'aide de (A4.1). Les 
dérivées suivantes sont différentes de zéro: 


dPix pin Paz ____ Mi. Pix Piv  dPrs” = 
dPsx dPsy OPsz Mi+ms dPrx dPry dPr: | 
Paz _ OPtu _ ÔPsz __ me ©, Paz _OPau _ OPss __ 


OPsx  OPsy  OPs: MitmMa * OPrx  OPry  OPrz 
Après la substitution dans (A4.2), on obtient 


m1 


me 0 0 4 0 0 
0 PER 0 1 0 

” 0 0 eur 0 0 1 | 
PEUT 0 0 —1 0 0 
0 a 0 —1 0 
0 0 ee 0 —1 


Si on ajoute la quatrième ligne à la première, la cinquième à la deuxième et la 
sixième à la troisième, on obtient le déterminant ci-dessous, dont la valeur 
absolue vaut, évidemment, l'unité: 


1 0 0 0 0 0 
0 1 Q o 0 0 
0 0 1 0 0 0 
ma 
ren 0 —1 0 o! 
m2 
0 RE = 0 0 1 0 
0 0 a 0 —1 
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